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第 一 章 “线性 空间 与 线性 变换 


本 章 扼要 概述 线性 空间 与 线性 变换 的 基本 概念 和 基本 理论 ， 
这 些 材料 是 学 习 和 矩阵 分 析 及 其 应 用 的 入 门 知 识 。 对 于 线性 代数 基 
础 较 好 的 读者 ,有 些 部 分 粗 看 一 下 就 可 以 了 . 


8$1 线性 空间 的 概念 


人 们 谈论 问题 ,往往 都 是 就 一 定 “范围 "来 说 的 ,脱离 了 这 个 
“范围 ", 就 难以 讲 得 清 了 ,甚至 只 能 在 某 个 “范围 "内 才能 提出 或 研 
究 某 种 问题 ,明白 了 这 一 点 ,就 较 易 理 解 我 们 引入 数 域 及 线性 空间 
的 目的 了 。 

我 们 知道 ,由 所 有 有 理 数组 成 的 集合 具有 这 样 的 性 质 :这 集合 
中 任意 两 数 的 和 、 差 、 积 、 商 (除数 不 为 零 ) 仍 是 这 集合 中 的 数 . 这 个 
集合 我 们 用 来 表示 .类似 地 ,由 所 有 实数 构成 的 集合 R, 以 及 由 
所 有 复数 构成 的 集合 C 也 都 具有 这 一 性 质 . 这 三 个 集合 的 包含 关 
系 为 : 

QCRCC. 
因此 ,我 们 说 “一 个 复数 "时 ,自然 包括 这 个 数 可 能 是 有 理 数 或 实数 
这 两 个 特殊 情况 在 内 ， 
在 引入 线性 空间 这 一 重要 概念 之 前 ,我 们 首先 要 给 出 数 域 的 


如 1 果 复 数 的 一 个 非 空 集合 了 含有 非 零 的 数 ,日 其 中 任意 两 数 
的 和 、 差 、 积 、 商 (除数 不 为 零 ) 仍 属于 该 集合 . 则 称 数 集 P 为 一 个 
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数 域 。 于 是 上 述 的 集合 40,8,C 都 是 数 域 , 分 别称 为 有 理 数 域 . 实 数 
域 及 复数 域 。 又 如 集合 

Q(V2)={at+b v2 la,bE Q) 
也 构成 一 数 域 ,请 读者 加 以 验证 ,但 是 由 所 有 整数 组 成 的 集合 2 
是 不 构成 数 域 的 。 

数 域 有 一 个 简单 性 质 , 即 所 有 的 数 域 都 包含 有 理 数 域 作为 它 
的 一 部 分 。 特 别 ,每 个 数 域 都 包含 整数 0 和 1。 现在 我 们 可 以 给 出 
线性 空间 的 定义 了 ,。 

定义 1 设 V 是 一 非 空 集合 ,P 是 一 数 域 。 如 果 : 

1) 在 集合 了 上 定义 了 一 个 二 元 运算 (通常 称 为 加 法 ), 即 是 
说 ,F 中 任意 两 个 元 素 x,y 经 过 这 个 运算 后 所 得 到 的 结果 , 仍 是 集 
合 了 中 一 个 唯一 确定 的 元 素 , 这 元 素 称 为 x 与 y 的 和 ,并 记 作 x 十 
y; 

2) 在 数 域 P 与 集合 V 的 元 素 之 间 还 定义 了 一 种 运算 ,叫做 数 
晤 采 法 , 即 是 说 ,对 于 P 中 任 一 数 和 4 与 V 中 任 一 元 率 x, 经 这 一 运 
算 后 所 得 结果 仍 为 VY 中 一 个 唯一 确定 的 元 素 , 称 为 4 与 x 的 数量 
乘积 , 记 作 hx; 

3) 上 述 两 个 运算 满足 下 列 八 条 规则 : 

(1) 对 任意 x,yEF,x 十 > 一 ?十 xi; 

(2) 对 任意 x,y,xEr,(x 十 y) 十 % 一 x 十 (? 十 %); 

(3) 7 中 存在 一 个 零 元 素 , 记 作 90, 对 任 一 xEPF, 都 有 >x 十 6 一 


(4) 任 一 xEV, 都 有 yEV, 使 得 x 十 y= 二 9, 元 素 y 称 为 x 的 负 
元 素 , 记 作 一 x; 
(5) 对 任 一 xEV ,都 有 1x 一 xi; 
(6) Cpx) = (Nn)x 
(7) tt AuEP, x,yEV 
(8) Xx+y) = 二 hy 


则 集合 V 称 为 数 域 P 上 的 线性 空间 或 向 量 空间 。F 中 的 元 素 常 称 
为 向 量 . VY 中 的 零 元 素 称 为 零 向 量 。 当 P 是 实数 域 时 ,V7 叫 实 线性 
空间 ; 当 P 是 复数 域 时 ,Y 叫 复线 性 空间 。 数 域 P 上 的 线性 空间 有 
时 简称 为 线性 空间 . 

由 定义 可 以 证 明 : 

线性 空间 V 中 的 零 向 量 是 唯一 的 ;7 中 每 个 元 素 x 的 负 元 素 
也 是 唯一 的 ;并 且 有 

0x 一 0， 0 二 6， (一 1)x= 二 一 x， 
这 里 2EP,xEr, 又 了 中 元 素 的 减法 可 以 定义 为 (对 任何 x,yE 
F) : 
x 一 y 二 x 十 (一 y). 
线性 空间 的 例子 : 
例 1 若 忆 是 数 域 ,了 是 分 量 属于 P 了 的 元 有 序数 组 的 集合 
V=((é ,Lz ,6,)|Y CEP}, 
若 对 V 中 任 二 元 素 
YX 一 (6 ba) yy 一 (1 72 ) 
及 每 个 EP( 记 作 V 2EP) ,定义 加 法 及 数量 乘法 为 : 
x 十 ?一 (名 十 1y6z 十 1 十 加 )， 
Ax 一 (2 , Az ,1 ， 
则 容易 验证 集合 V 构成 数 域 P 上 的 线性 空间 ,这 个 线性 空间 记 为 
产 "” 。 

例 2 所 有 元 素 属于 数 域 ? 的 mxn 矩阵 组 成 的 集合 , 按 通常 
定义 的 惩 阵 加 法 及 数 与 矩阵 的 数量 乘法 ,也 构成 数 域 P 上 的 一 
线性 空间 ,并 把 它 记 为 P"*"， 

例 3 若 ” 为 正 整数 .P 是 数 域 . 则 系数 属于 P 而 未 定 元 为 : 
的 所 有 次 数 小 于 的 多 项 式 的 集合 , 按 通常 多 项 式 的 加 法 及 数 与 
多 项 式 的 息 法 .这 个 集合 连同 零 多 项 式 在 内 亦 构 成 数 域 P 上 的 线 
性 空间 , 我 们 用 PC 代表 这 个 室 间 。 若 把 “次 数 小 于 7 的 ”这 一 限 
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制 取消 , 则 也 得 到 一 个 线性 空间 ,并 记 为 PC ， 

例 4 所 有 定义 在 区 间 [a,b) (a<i<<5) 上 的 实 值 连续 活 数 构 
成 的 集合 ,按照 函数 的 加 法 及 数 与 函数 的 乘法 ,显然 构成 实数 域 上 
一 个 线性 空间 。 

在 讨论 线性 空间 的 问题 中 ,下 面 几 个 基本 概念 是 必须 熟知 的 ， 

定义 2 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 , x,y,…,v 是 7 的 一 组 
同 量 ,如 果 P 中 有 一 组 不 全 为 等 的 数 a,8,… ,6, 使 得 

ox 十 By 十 十 w= 二 090， (1) 
则 称 向 量 x,y>，…, 线 性 相关 ; 若 等 式 (1) 仅 当 wa=p8=… 一 4 一 0 时 
才能 成 立 , 则 称 这 组 向 量 是 线性 无 关 的 。 

由 这 定义 得 知 , 如 果 向 量 x,y,……m 线性 相关 , 则 使 得 (1) 式 成 
立 的 数 a,8,… ,6 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 比 如 o 天 0, 则 有 


这 时 我 们 说 向 量 x 是 向 量 y,… ,vv 的 线性 组 合 , 或 者 说 ,向量 x 可 
由 向 量 y,…,vv 线性 表 出 ( 示 )。 

一 般 地 说 ,一 组 向 量 ( 含 有 限 个 向 量 ? 线 性 相关 时 , 则 其 中 至 少 
有 一 个 向 量 可 由 组 中 其 他 向 量 线性 表 出 ; 反 过 来 ,如 果 这 组 向 量具 
有 这 一 性 质 , 则 这 组 向 量 必定 线性 相关 。 但 不 难 推 知 ,线性 无 关 的 
一 组 向 量 , 其 任 一 向 量 都 不 可 能 由 组 中 其 余 向 量 线性 表 出 。 

定义 3 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 。 如 果 V 中 有 "个 线性 
无 关 的 向 量 ,而 无 更 多 个 数 的 线性 无 关 问 量 , 则 称 了 是 数 域 P 上 
的 款 维 线性 空间 。 

若 线性 空间 7 内 能 求 得 任意 个 数 的 线性 无 关 向 量 , 则 了 便 称 
为 无 限 维 线性 空间 。 本 书 主要 讨论 有 限 维 线性 空间 。 

在 7 维 线性 空间 中 ,其 任意 的 个 线性 无 关 向 量 都 称 为 它 的 
一 组 基 。 由 线性 空间 维 数 定义 可 知 , 在 有 限 维 线性 空间 中 , 基 是 存 
在 的 ,但 不 唯一 ,因为 当 维 数 是 x 时 ,空间 里 的 任何 ”个 线性 无 关 
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向 量 都 可 以 作为 它 的 一 组 基 。 然 而 ,我 们 却 有 下 述 定理 

定理 1 设 六 是 数 域 P 上 的 维 线性 空间 ,eyez.……，e* 是 了 
的 一 组 基 .。 则 中 任 一 向 量 x 都 可 以 表示 为 这 组 基 的 线性 组 合 , 且 
表示 式 是 唯一 的 ， 

证 明 因 V 中 4 十 1 个 向量 x,ei,ezs,…,e, 线性 相关 , 故 P 中 
存在 4 十 1 个 不 全 为 等 的 数 ao,qa，…' ,a,, 使 得 

aox 十 alel 十 azey 十 … 十 ae, 一 10. (1) 

在 这 里 , 数 是 不 可 能 等 于 零 的 ,否则 ,由 (1)? 式 便 推 出 eve:，…， 
e. 线性 相关 ,这 是 不 可 能 的 。 因此. 我们 有 


Ql (> 好 
X= 一 一 8| 一 一 2€; 一 Et 
a (0 {to 
不 妨 将 其 写 为 
X= 6el 十 6ze2 十 …， 十 6@,. 《2 
有 ~ 可 以 表示 成 Els029 ee 的 线性 组 合 ， 如 果 Xx 还 有 另 一 表示 : 
xx 一 mel 十 Yes 十 … 二 es， (3) 


则 由 《2) 式 减 C3) 式 即 得 
(6 一 信 )e (62 一 加)ez 十 十 (一 办 es 一 0， 
因 基 向 量 el,ez，… ,2e, 线性 无 关 , 所 以 
丰 一 机 二 0， 一 加 三 0, 一 沪 二 0， 

从 而 有 “< 上 = 六 Gi 二 1.2,… ,1), 这 证 明了 表示 式 的 唯一 性 ,定理 证 
毕 、 

表示 式 (2) 中 的 数 SA 称 为 问 量 x 在 基 PP19e2， en 下 
的 坐标 。 这 定理 说 明 , 取 定 一 组 基 后 ,每 个 向 量 x 在 这 组 基 下 的 坐 
标 是 唯一 确定 的 .x 的 第 :个 坐标 和 《一 1 2 :0) 也 称 为 x 的 
第 i 个 分 量 ， 

我 们 再 来 看 看 前 述 几 个 例子 中 线性 空间 P,P”*** 及 PCD, 的 维 
二 

首先 .容易 证 明 


el =(1,0,.%…,0), ez = (0,1,0,.,0),.., 
e, = (0,0,.…,0,1) 
是 线性 空间 产 的 > 个 线性 无 关 向 量 ,又 显然 产 中 任 一 向 量 
x 一 (61 4626) 
都 可 由 这 个 线性 无 关 回 量 线性 表 出 : 
X= 6lel 十 cze2 十 … 十 6e.， 
因此 ,x,el,e:;，,…',e, 线性 相关 .从 而 得 知 产 是 2” 维 线性 空间 .今后 
用 得 较 多 的 是 尽 及 人 驴 。 
再 考察 线性 空间 P"*. 若 用 ;表示 第 i 行 、 第 ; 列 上 的 元 素 等 
于 1 而 其 他 元 素 均 等 于 零 的 mxXn 和 矩阵 , 则 下 列 的 ma 个 矩阵 
Ru, Biv, Po, ,Bo 
Gi=1 ,2 mi j 二 1,2,… ,7) 构 成 P"** 的 一 组 基 , 故 P"*%* 是 mn 维 
线性 空间 。 今后 用 得 较 多 的 是 天天 及 C™”…, 包 括 它们 当 m= 时 的 
特殊 情况 。 
最 后 ,由 于 1 是 PC0, 的 一 组 基 , 故 PC9. 是 ” 维 线 
性 空间 。 


Y 2 基 变 换 与 坐标 变换 


设 V 是 数 域 ~ 上 的 1 维 线性 空间 i eye29 ,0, 及 el ye …， 4 
6 是 V 的 两 组 基 。 假设 这 两 组 基 的 关系 为 


fei 站 fiC1l 十 (2i 台 2 十 2 -全 (ln1@n 
€ To€ -== 全 
> 
和 
和 Se L 


这 组 天 系 云 可 萄 与 为 
C 


如 
ei 一 > et 
二 me | 


1 一 1 2 (1 ) 
现 设 x 为 了 中 任 一 向 量 , 且 在 此 二 组 基 下 其 表示 式 为 : 


x= >)6e (2) 
t= 

x 一 Sue (3) 
t= } 


下 面 我 们 要 研究 向 量 x 在 基 变 换 下 ,其 坐标 的 变化 规律 . 与 变换 
(1) 相 对 应 ,我 们 把 矩阵 


Ql 012 al 
flz1: fiz2 G2 
4 一 
人 
{1 Ca2 a 


称 为 从 基 eye23 9 到 基 elye2y…， 2, 的 过 渡 赵 阵 o 由 于 基 器 量 线 
性 无 关 , 并 利用 齐 次 线性 方程 组 只 有 等 解 的 条 件 , 便 可 证 明和 矩阵 4 
是 可 逆 的 。 由 (3) 式 及 (1 ) 式 可 得 


x = > ,te 
i 
1 ou el) 
Se (4) 
i=1 i=! 
由 (2) 式 又 有 
多 一 ,er (v) 


由 于 e1.e2.…*,e. 线性 无 关 , 所 以 (4)、(5) 两 式 右边 e 的 系数 
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应 相等 : 
上 一 one， k=1,2,,n. 


写成 矩阵 形式 就 是 
61 Mil fliz2 Qs | ev 
闻 (22 (2n | £2 
” | PT 语 证 全 让 入 | 了 
< Ql dn2 , | | 
亦 即 
「eli | 六 
i (6) 
轴 4 
从 而 又 有 


(7) 
a] 
(6)、《7) 两 式 给 出 了 在 基 变 换 (1) 下 ,向 量 x 的 坐 夺 变换 公式 ， 


33 了 地 空间 与 维 数 定理 


线性 空间 有 些 性 质 需 用 子 空间 的 性 质 来 表达 ,所 以 研究 线性 
空间 的 子 空间 是 必要 的 ， 
定义 1 设 了 是 数 域 P 直 的 线性 空间 ,下 是 VY 的 一 个 非 空子 
集 。 如 果 WY 对 于 线性 空间 了 所 定义 的 加 法 运算 肥 数 量 乘 法 运算 ， 
也 构成 数 域 上 的 线性 空间 . 则 称 王 为 了 的 线 注 子 空 间 , 简 称 子 
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空间 。 

从 线性 空 s 间 的 定义 很 容易 找到 上 述 非 空 5 子 集 为 7 的 子 空间 
的 充 要 条 件 。 这 就 是 下 述 定理 ， z 

定理 1 设 W 是 数 域 P 上 线性 空间 V 的 非 空子 集 , 则 WW 是 TV 
的 线性 子 空间 的 充 要 条 件 是 : 

(1) 若 x.yEW, 则 x 十 yE€EW， 

(2) 若 xEW,AEP, 则 AxEW 
换言之 ,线性 空间 了 的 非 空 子 集 禾 是 子 空间 的 充 要 条 件 , 是 丈 关 
于 V 中 定义 的 两 个 运算 是 “封闭 ”的 . 

证 明 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ,因为 当 W 为 V 的 子 空间 时 ， 
由 定义 工 即 知 条 件 (1) 与 (2) 自 然 是 满足 的 .。 反 过 来 , 若 定理 1 的 两 
个 条 件 已 满足 , 则 可 推出 零 向 量 9€EW( 取 %=0 并 利用 条 件 (2)); 
叉 当 xEW 时 , 取 %= 一 1 便 可 从 条 件 (2) 推 出 一 xEW, 至 于 线性 空 
则 定义 中 的 其 他 运算 “规则 ”, 由 于 对 V 中 所 有 元 素 都 成 立 ,当然 
对 子 集 W 的 元 素 也 能 成 立 。 所 以 ,定理 中 的 条 件 也 是 充分 的 。 证 
毕 ， 

在 线性 空间 7 中 ,由 单个 的 零 向 量 组 成 的 子 集 {09} 是 V 的 一 个 
子 空间 , 称 为 奉子 空间 ,而 线性 空间 TV 本 身 也 是 V 的 一 个 子 空间 ， 
这 两 个 子 空间 称 为 平凡 子 空间 。 零 空间 的 维 数 定 义 为 零 ， 

例 1 在 ” 维 线性 空间 P 中 , 子 集 

W = {x|Ax= b,x € P') 

构成 P 的 一 个 一 ? 维 子 空间 ,> 是 4E P"** 的 秩 ， 

例 2 设 xiyxz，…xn 是 数 域 P 上 线性 空间 VV 的 m 个 向 量 . 则 
这 组 向 量 的 所 有 形 如 

XI 十 hxz 十 … 十 0x (hE P) 

的 线性 组 合 构成 的 集合 非 空 , 且 对 7 中 的 加 法 及 数量 乘法 皆 封 
及 , 故 形 成 7 的 一 个 子 空间 , 称 为 由 这 组 向 量 生 成 的 子 空间 ,并 记 
为 L(xi xo Xn) 


例 2 提供 了 构 作 已 知 线性 空间 的 子 空间 的 方法 ,下面 两 个 定 
理 其 实 也 给 出 了 获得 新 的 子 空间 的 方法 ， 
定理 2 设 忆 ,Vi 是 数 域 忆 上 线性 空间 7 的 两 个 子 空间 , 则 它 
们 的 交 WW=V 人 Vz 也 是 VV 的 子 空间 . 
证 明 由 于 每 个 子 空间 都 包含 零 向 量 , 所 以 零 向 量 必定 属于 
这 两 个 子 空间 的 交 , 即 W 不 会 是 空 集 。 
现任 取 x;y€E 玉 , 则 x,yEV, 而 Vi 是 子 空间 ,所 以 x 十 yEV;(i 
一 1,2), 从 而 x 十 yEW， 
又 对 任 一 4EP 及 任 一 xEW, 则 又 有 
AxX EV (G2= 1,2), 
从 而 *xEW。 定理 证 毕 ， 
定理 3 设 广 ,7: 是 数 域 P 上 线性 空间 了 的 两 个 子 空间 , 则 它 
们 的 和 
十 Vi = {x 二 ylx EV,yY EV,} 
也 是 下 的 子 空 间 
证 明 首先 中 十 V; 不 是 空 集 ,因为 零 向 量 属 于 太 及 V2, 上 且 9 
二 0 十 0EV1 十 VY,。 其 次 ,如 果 4,v 是 十 V; 中 任 二 问 量 , 且 设 
UG=xi 二 ty v=xt ys 
这 里 xi,xz€EV， yyEr。， 由 于 广 ,7 是 子 空间 , 故 
XEV, yy lh. 
从 而 
UU 十 9 二 《十 xX 十 十 yy) 十 Vs. 
同样 地 ,对 任 一 $4EP, 则 有 
2 一 x 十 yy 1 全 总 十 i， 
即 十 V 是 VV 的 子 空间 。 证 毕 ， 
由 于 子 空间 的 交 与 和 都 满足 交换 律 及 结合 律 , 所 以 还 可 定义 
有 限 个 子 空间 的 交 与 和 ,并 把 上 述 两 个 定理 推广 到 有 限 多 个 子 空 
间 的 情形 , 效 不 次 述 ， 
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例 3 Lx,x2 sx) 二 L(Y y2,* ,Y.) 
=L(xi x2 Xs V1 YY) 。 
在 定理 3 中 ,我 们 给 出 了 两 个 子 空 间 的 和 VV 十 Vi 的 定义 ,在 
子 空间 的 和 中 ,有 一 个 情形 特别 重要 ,这 就 是 下 面 定 义 的 子 空间 的 
直 和 ， 
定义 2 设 信 ,WV 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ,如 果 这 两 个 子 
空间 的 和 W= 玉 十 Vz 具有 性 质 :每 个 WEW, 分 解 式 
uu= 二 x 十 y (其 中 x EV，y€Y,) 
是 唯一 的 , 则 称 子 空间 太 与 户 的 和 处 王 太 十 户 为 直 和 ,并 记 为 丈 
=V.(DY,,. 
例 4 设 有 四 维 线性 空间 R' 的 三 个 子 空间 : 
VF= { (a, 5, 0, 0) la, VERBR}; 
V,= { (0, 0, c, 0) |cER); 
Vs= { (0, d, e, 0) |d, eE€ER})., 
则 T= 让 十 V; 不 是 直 和 ,因为 7 中 有 向 量 (1，1，1，0) ,分解 式 不 
唯一 : 
(1,1,1,0) 一 (1,2,0,0) 十 (0, 一 1,1,0)， 
(1,1,1,0) 一 (1,0,0,0) 十 (0,1,1,0)。 
但 S=V 十 V， 则 是 直 和 。 因 为 当 ES, 则 有 
u=(a,b,0,0) 二 (0,0,c,0) 
= (a,b,c,0), 
若 还 有 另 一 表示 : 
Loy0,0) 十 (0,0,c0) 
和 
显然 = 0 二 Cc 大 5 中 每 个 向 量 的 分 解 式 唯一 ， 从 而 
S 是 直 和 ， \ 
下 而 讨论 子 空间 的 交 与 和 的 维 数 。 线 性 空间 人 的 维 数 第 记 为 
dimt7) 或 dimF。 
| ] 


定理 4( 维 数 公 式 ) 设 V 是 数 域 PP 上 的 4 维 线性 空间 ,VV ,Vy， 
是 它 的 两 个 子 空间 , 则 有 维 数 公式 : 
dimFr 十 dimV; = dim (Vi 十 了) 十 dim(P (| VY,), 
或 写作 : 
dim( 十 了) = dimV + dimV; 一 dm (| VY,), 
证 明 我 们 假设 
dimV =7,，dimVs;= 二 s, dim (Vi 十 VV) 一 大 
dim (Vf) =t, 
现在 Vi 站 VY; 中 选取 一 组 基 e, ,e:,…,e., 并 扩充 它 ” ,使 7 个 线性 无 
关 向 量 
pe 
成 为 的 一 组 大; 同样 地 ,使 * 个 线性 无 关 疝 量 
Pe 
成 为 六 的 一 组 基 ， 
婚 能 证 明 
A (1) 
为 Vj 十 VV， 的 一 组 基 , 那 就 有 
dim(P 十 VV) 二 + 十 st， 
从 而 定理 便 得 证 。 
首先 证 明 斑 十 了 : 中 任 一 向 量 可 由 组 (1) 线 性 表 出 .为 此 , 任 取 
UEVi 十 V2, 则 有 xEV, 及 yEV,, 使 得 
U 一 X 十 y 
一 (和 el 十 … 十 和 el 十 Hp+iel 十 … 十 er) 
4 Cher her Wd we 


* 国 7 之 t. 若 7>4 则 ees,… ,et 还 不 能 构成 Vi 的 一 组 基 , 这 时 可 从 V 再 
选 一 非 零 同 量 ei+1, 如果 Ceo ,eyel+ 1 线性 无 关 ,就 将 ef 添加 到 向 量 组 Cl， 
os, ,et 中 去 ,否则 就 不 要 e+ 而 另 选 一 个 。 继 续 下 去 即 可 得 上 的 基 。 
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一 (和 十 为 )eli 十 … 十 (2 十 加)ei 十 HH+iet+l 
十 … 十 Ae 十 JW+ia+l 十 … 十 es， 
亦 即 w 可 由 向 量 组 (1) 线 性 表 出 . 
现在 再 来 证 明 向 量 组 (1) 是 线性 无 关 的 。 事实 上 ,如 果 有 
和 el 十 … 十 Me 十 pie+i 十 十 er 十 j+ie+i 十 
… 十 )6 一 0， 
则 可 得 
Mel 十 … 十 Jel 十 H+le+l 十 … 十 Ae， 
Ys (2) 
这 等 式 左 边 确定 了 一 个 属于 VV 的 向 量 2, 而 由 右边 又 可 见 vv 亦 属 
于 VV;, 从 而 EVL 门 V2, 故 2 可 由 矿 人 NV; 的 基 el,e:,…,e 线性 表 
出 : 
v= qe 十 azey 十 … 十 Qe. (3) 
故 由 (2)、(3) 两 式 得 : 
Qiel 十 azez 十 "十 Qe 十 petititi 十 十 Yes = 0， 
由 此 即 得 
Cl 一 ，… 一 4 一 Ji 一 … 和 一 姓 一 01。 
代入 (3) 式 即 得 "= 一 6, 再 应 用 (2 环 县 因 基 同 量 线性 无 关 , 于 是 又 得 
人 一 … 一 ) 一 Hp 一 … 和 一 一 10， 
这 已 证 明了 向 量 组 (1) 线 性 无 关 。 于 是 定理 得 证 ， 
推论 ”“ 若 ” 维 线性 空间 了 的 两 个 子 空间 的 维 数 之 和 大 于 1, 则 
VV; 必 含 非 零 向 量 ， 
证 明 由 所 设 条 件 有 dim 十 dimVs>n, 又 dim(V1 十 V1) 二 nn 显 
然 成 立 , 故 由 维 数 公 式 即 得 
dim(V, (NV) = dimV 十 dimr 一 dimGr + V,) > 0,， 
所 以 VNNV; 含有 非 零 向 量 。 证 毕 ， 
若 VN 站 V;== (0), 则 维 数 公式 便 成 为 
dim(I， 十 了) 一 dimr 十 dimr:， 
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即 和 的 维 数 等 于 维 数 的 和 ,下 述 定 理 说 明了 Vi 人 NV,== 490} 与 直 和 的 
关系 。 
定理 5 线性 空间 7 的 子 空间 与 7 的 和 Vi 十 V; 是 直 和 的 
充 要 条 件 是 广 门 72 一 人 9) 。 
证 明 阁 VN 人 Vi 含有 非 等 向 量 44, 则 TV 十 V; 不 是 直 和 。 这 是 
因为 由 
区 二 (一 8) 一 0 一 8 十 (wu 0) 
推 知 零 向 量 6 有 两 种 不 同 的 分 解 方式 。 所 以 , 知 太 十 户 是 直 和 , 则 
必定 VY: 二 {09)， 
反之 ,如 有 六 人 八 V; 二 49) ,我 们 来 证 斑 十 户 是 直 和 .事实 上 ,如 
果 信 十 Vs 不 是 直 和 , 则 V1 十 V; 中 至 少 有 一 向 量 w 有 两 种 分 解 式 : 
L 一 xx 十 y (xE€EVI, yE€E TV,) 
一 Xi 十 yi (x EV, yE€ETV,) 
这 里 x 关 x1i,y 关 yy 至 少 有 一 个 成 立 ， 
设 x 考 xi, 则 由 (1) 中 两 式 相 减 即 得 
(x—x)+(y—y)=0, 
即 x 一 :一 一 (? 一 %); 但 是 
一 Fo 一 一 人 了 


(1) 


所 以 
0 (x— x) EV fTV,., 
此 与 VMNV, 一 {9) 相 矛 盾 ， 故 V1 十 Vs 是 直 和 ， 
推论 VV 十 V, 是 直 和 的 充 要 条 件 ， 是 零 向 量 的 分 解 式 唯 一 。 
定理 6 若 V 与 V; 是 n 维 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ,又 V, 十 
Pr: 是 直 和 ， 则 
dim(T + FF,) = dim + dmb,. 
这 是 显然 的 。 此 等 式 亦 可 写成 
dim (Vi Dr) 一 dimf + dimV,. 
子 空间 直 和 和 概念 可 以 推广 到 有 限 多 个 子 空间 的 情形 。 册 定理 
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6 的 结果 可 以 推广 为 
dimn( DV BD: BV) = > vdimy,。 
其 证 明 从 略 。 


34 线性 空间 的 同 构 


我 们 会 过 到 一 些 看 起 来 不 相同 的 线性 空间 , 比如 天 及 PL[tj， 
前 者 的 一 般 元 素 为 x- 数 组 : 
x 一 (aoyaz…q) (a € P) 。 
后 者 的 一 般 元 素 为 多 项 式 : 
pz() 一 ao 十 at 十 …… 十 ai (a € P). 
那 末 这 两 个 线性 空间 有 无 “本 质 ” 上 的 区 别 呢 ? 

在 线性 空间 的 定义 里 ,决定 集合 了 能 否 构成 数 域 P 上 一 个 线 
性 空间 ， 主 要 是 看 它 是 否定 义 了 “加 法 ”运算 及 “数量 有 乘法 ” 运 
算 , 以 及 这 两 个 运算 是 否 满足 八条 “规则 ”。 而 这 两 个 运算 的 具体 
定义 及 集合 了 的 元 素 具体 是 什么 ， 在 我 们 的 讨论 中 是 可 以 不 考 王 
的 。 代 数 是 关于 运算 规则 的 科学 。 具 有 相同 运算 规则 的 系统 ， 在 
某 种 意义 上 就 认为 是 相同 的 ， 可 以 不 加 区 别 的 。 确 切 地 说 ， 我 们 
有 下 述 定 义 。 

定义 1 数 域 P 上 的 两 个 线性 空间 TV 与 VY' 称 为 是 同 构 的 ， 如 
果 V 与 V' 之 间 有 一 个 一 一 对 应 o，, 使 得 对 任何 x, YEV 及 4EP 均 
满足 : z 

(1) olx+y)=o0(x)+o(y); 

(2) olAx)= ho(x), 

5 就 称 为 从 V 到 V' 的 同 构 映射 。 

我 们 也 可 以 这 样 说 , 线性 空间 Vv 与 六 称 为 是 同 构 的 ， 如果 二 

者 之 间 能 建立 起 元 素 ( 向 量 ) 的 一 一 对 应 , 并 且 这 个 对 应 保持 了 中 
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的 加 法 运算 及 数量 乘法 运算 ， 即 在 这 个 对 应 下 , 不 中 同 量 x，y 的 
和 x 十 >》 对 应 着 V' 中 向 量 x' 与 y 的 和 x' 十 y' ;而 且 V 中 的 数量 乘积 
4x 对 应 于 中 的 数量 乘积 *x' (在 这 里 我 们 设 V 中 的 x, y 对 应 于 
V' 中 的 x ，y)， 亦 即 , 若 x>x，y>y， 则 x 十 y>x 十 WY; hx 一 
Ax' 。 
现在 来 讨论 数 域 P 上 1 维 线性 空间 V 与 线性 空间 P 的 关系 。 
在 上 中 取 定 一 组 基 e: ，e:，…，e.; 又 x，? 为 了 中 任 二 向 量 ，2 为 
P 中 任意 数 ， 则 有 
x 一 6el 十 6zes 十 … 十 cue 
y 一 miel 十 Vzez 十 … 十 hess 
Ax 一 (Mei)el 十 (Ms)es 十 … 十 (NW6.)e,. 
设 " 为 了 到 产 的 一 个 映射 , 它 使 任何 x, yET7 按 下 面 方式 同 产 中 
的 元 素 对 应 起 来 
x (E62, ,6.); 
yn m0.)。 
则 容易 证 明 这 个 对 应 是 V 到 产 的 一 一 对 应 ， 并 且 有 
X ye ,E20 Ea) + Cs 02s 1 ); 
Ax —A(El ,L206 ), 
因此 ， o 是 同 构 映射 、 于 是 ， 我 们 得 到 下 述 结论 : 
数 域 P 上 每 个 ” 维 线 性 空间 V， 当 取 定 一 组 基 后 ,7 与 户 同 
构 ， 
由 定义 1 看 出 ， 同 构 上 映射 r: Vy->V' 具 有 下 列 基本 性 质 : 
1) o(0)=0; o(—x)=—o0(x); 


2) rh) = Zh x) 

3) 若 x，xz，…，xn 为 了 中 线性 无 关 组 ， 则 ckxi) ,rr(Cxz)，…， 
r(xn) 在 广 中 线性 无 关 ; 反之 亦 成 立 。 即 在 同 构 对 应 下 , 线性 无 关 
组 对 应 线性 无 关 组 ， 
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证 明 设 有 


2 = 9， 
则 得 
(Da) 一 6 。 
但 由 1) 已 知 (6) 一 9， 而 o 是 个 一 一 对 应 ， 故 只 能 有 
> xn 一 和。 
但 四， 由 ，.…，x。 线性 无 关 ; 所 以 得 知 
= 和? 一 … 一 和 一 0。 


这 就 证 明了 向 量 组 o(xi),o 《xs),… w(x) 线性 无 关 。 反之 , 若 x1， 
xz，…，x。 是 VV 中 任意 m 个 疝 量 ,但 如 果 oCx1) ,0 《x2)，*… ,oCxn) 
是 V' 中 一 线性 无 关 组 , 则 我 们 就 可 以 证 明 原 来 的 m 个 向 量 x, yz， 
…，x 在 V 中 也 一 定 是 线性 无 关 的 ,事实 上 ， 设 有 


Ds 一 汉 : 必 (x) 
则 由 (6) 一 (9), 及 2) 便 可 推 知 
> xccm) = 0， 


但 由 假设 ,c(xi)，c(x:z)，…，c(Cxs) 线 性 无 关 , 故 由 此 式 即 得 入 = 
j 一 … 一 和 一 0， 联 系 到 (* ) 式 便 知 x1,，x:，*…，、x。 线性 无 关 。 

4) 同 构 的 有 限 维 线性 空间 ， 其 维 数 相同 ，。 

证 明 因为 有 限 维 线性 空间 的 维 数 就 是 它 的 最 大 线性 无 关 组 
所 含 向 量 的 个 数 。 设 VV 与 V' 是 两 个 同 构 的 有 限 维 线性 空间 ,，Y 到 
V' 的 同 构 映 射 为 o。 设 V 是 4 维 的 ，x,，x:，…，x. 是 V 的 一 个 最 
大 线性 无 关 组 。 由 性 质 3) 知 (xi)， oCxz),… ,olx,) 是 站 的 * 个 
线性 无 关 向 量 。 假 如 它 还 不 是 六 的 最 大 线性 无 关 组 ， 则 把 它 扩充 
成 最 大 线性 无 关 组 
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ICxi)， ICx2)，… OCXxs)， OCXsHI) 30 (Xat+s) 。 
(因为 "是 到 VV 上 的 映射 , 故 让 中 的 任 一 向 量 在 中 都 有 原 
象 x, 使 得 x ==ol(x),) 而 由 性 质 3) 推 出 向 量 组 


Xl 9X Ns Me 二 19 9》 共 N 十 天 
线性 无 关 。 这 是 一 个 矛盾 ,因此 ， 
CXI) OX2) OICxXs) 


是 V' 的 最 大 线性 无 关 组 , 故 V' 的 维 数 是 4、 
定理 1 数 域 P 上 的 任意 两 个 * 维 线性 空间 V 与 站 都 是 同 构 
的 ， 
证 明 在 7 中 选取 一 组 基 ei,e:,…,e,, 则 V 中 任 一 向 量 x, 可 
表示 为 
X 一 bel 十 czez 十 "十 be,。 (1) 
又 设 el，e:，…，e@, 为 V' 的 一 组 茜 ， 现 作 向 量 x' 如 下 : 
x' 一 el 十 6zez 十 … 十 bres。 
则 显然 w EV' ,因此 ,Y 中 任 一 向 量 x 都 对 应 着 六 中 一 个 确定 的 阿 
景 x', 目 x' 由 x 唯一 确定 ,又 由 于 两 个 空间 在 构成 上 完全 平等 ,所 
以 每 个 x'EV'， 也 能 对 应 着 V 中 一 个 唯一 确定 的 向 量 x。 
由 上 面 建立 的 对 应 法 则 易 知 ， 若 x>x'， 且 y>y ， 则 
x 十 ?一 MX 十 Yi hx ， 
因此 ,VV 与 VV 是 同 构 的 ， 
推论 。” 数 绕 P 上 两 个 有 限 维 线性 空间 同 构 的 充 要 条 件 ， 是 维 
数 相同 . 
我 们 小 结 一 下 这 一 节 . 由 前 面 的 说 明 及 以 上 关于 同 构 的 讨论 ， 
可 以 知道 ， 同 构 的 线性 空间 有 相同 的 代数 性 质 ( 指 那些 仅 与 线性 
空间 定义 中 两 个 运算 有 关 的 性 质 ， 而 同 构 映 射 是 保持 这 两 个 运算 
的 )， 因 此 同 构 的 线性 空间 是 可 以 不 加 区 别 的 ， 即 认为 是 相同 的 ， 
其 次 ， 由 于 一 切 维 线性 空间 〈 数 域 P 上 的 ) 都 与 严 同 构 ， 这 了 如 
可 以 用 较 具 体 的 产 来 认识 较 抽 象 的 维 线性 空间 ,并 且 产 中 许多 
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性 质 照样 可 以 搬 到 一 般 * 维 线性 空间 里 来 . 
$5 线性 变换 的 概念 


设 了 是 数 域 p 上 的 线性 空间 .这 里 把 从 了 到 了 的 映射 称 为 了 
的 变换 , 线性 变换 是 其 中 最 简单 、 最 基本 的 一 种 变换 , 它 与 矩阵 、 
线性 空间 等 都 有 密切 联系 ， 是 矩阵 论 的 主要 研究 对 象 之 一 . 

如 无 特别 指出 ， 以 下 几 节 提 到 的 线性 空间 ， 都 是 指数 域 P 上 
的 线性 空间 

定义 1 线性 空间 V 的 一 个 变换 7 称 为 线性 变换 ， 如 果 对 任 
意 的 x，yEr 及 AGEP， 都 有 

T(x 十 y) 一 ?(x) 十 了 (7); 
T(Ax) 一 20T(xz)。 

由 这 定义 可 见 ， 线 性 变换 了 是 8 一 了 的 “保持 向 量 加 法 ”及 
“数量 条 法 ”的 变换 。 线 性 变换 7 的 定义 也 可 以 叙述 为 : 

若 了 7 是 了 到 『 的 映射 , 如 果 在 7 作用 下 , x->x ，y 一 yw， 则 有 

xx 十 yy 一 2 十 YY，Mx Ax 。 

这 里 x，y 为 了 中 任意 元 , 4 为 P 中 任意 元 , 则 7 便 称 为 线性 空间 
的 一 个 线性 变换 。 

我 们 把 上 述 的 7(x) 或 x' 称 为 向 量 xEy 在 线性 变换 了 下 的 
象 ， 而 x 叫 7?(x) 或 这 的 原 象 。 我 们 约定 : 了 的 两 个 线性 变换 9 与 
S 认为 是 相等 的 ， 当 且 只 当 对 任何 xEV 均 有 T(x) 二 SC(x)。 

我 们 先 看 几 个 线性 变换 的 例子 ， 

例 1 对 每 个 多 一 (6&1, 629 63, &4) ER', 由 等 式 

T(x) = (6 二 E36 C6 36— 6 36 + 46,,0,0) 

定义 的 变换 7 是 R' 的 线性 变换 。 

例 2 设 B, C 是 R* 的 两 个 给 定 的 矩阵 ， 如 果 对 任 一 XE 
R™°, 定义 7 为 : | 
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T(X) = BXC， 
则 7 是 线性 空间 Rx** 的 线性 变换 . 
例 3 在 实 多 项 式 空间 RL9 中 ， 由 


T(9(D)) = Sp) (pC) € RL) 


定义 的 变换 (导数 )7 是 线性 变换 。 
例 4 在 由 闭 区 间 [a, 6] 上 全 体 连续 函数 构成 的 实 线性 空间 
中 ， 由 


T(f()) = [fa (a 过 tb) 


定义 的 变换 也 是 线性 变换 。 
例 5 把 线性 空间 Vv 的 每 个 向 量 都 冉 射 到 零 向 量 的 变换 叫做 
军 变 换 ; 又 把 7 中 每 个 向 量 都 映射 到 自身 的 变换 叫做 单位 变换 ， 
易 知 这 两 个 变换 都 是 线性 变换 。 
线性 变换 有 下 列 简单 性 质 : 
(1) 若 了 是 线性 变换 , 则 
了 (0) = 0; 7( 一 x) 一 一 了 (x) 。 
这 是 因为 : 
-了 (9) =7T(0x) 一 07(x) = 0; 
T(— x) =T((— 1)x) = (— 1)T(x) =— T(x). 
(2) 线性 变换 7 保持 向 量 的 线性 组 合 与 线性 关系 式 , 即 ， 
y = Dh 一 7(y) = DhT 


ham 1 


Sn =0 > DT) = 0, 


te 


(3) 线性 变换 把 线性 相关 向 量 组 变 成 线性 相关 向 量 组 ， 
这 两 个 性 质 的 证 明 是 容易 的 ， 留 给 读者 作为 练习 。 注意 ， 由 
(3) 不 能 认为 线性 变换 都 能 把 线性 无 关 组 变 为 线性 无 关 组 。 一 个 
简单 例子 是 零 变 换 ， 它 把 任何 线性 无 关 组 变 成 线性 相关 组 (9}。 
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现在 我 们 来 讨论 线性 变换 的 运算 。 设 了 是 数 域 P 上 的 线性 空 
间 ，7 ，7:，7: 是 了 的 三 个 线 性 变换 。 我 们 定义 下 列 三 种 运算 : 
1) 线性 交换 的 和 对 每 个 xEV， 则 满 是 
TUx) = T(x) + Ti (x) 
的 变换 7 称 为 线性 变换 71 与 7; 的 和 ， 并 记 作 7=Ti 十 7，，。 
易 证 7T1 十 7: 也 是 了 的 线性 变换 。 
2) 线性 变换 的 乘积 对 每 个 xE7， 满 足 
T(x) 一 了 (72(x)) 
的 变换 本 称 为 线性 变换 了 与 7: 的 宁 积 ， 记 为 T==7,7;， 则 T 也 是 
线性 变换 。 | 
证 明 ”对 任何 x，yE€V 及 4EP， 我 们 有 ; 
(TT) (x 十 y) =T,(Ti(x + y)) 
二 Ti,(T(x) 十 Ts(y)) 
=T,(T,(x)) + 了 (72(y)》) 
= (TT) (Xx) (TT;) (9)}; 
TT (Ax) =T,(T, (hx)) 
=T (AT,(x)) 
= (M1) (T(x)) = (AT1T1) (x) ， 
3) 线性 变换 的 数量 来 法 ”对 每 个 xEF，2EP， 满 足 
T(x) = (T(x)) 
的 变换 7 称 为 数 4 与 线性 变换 7, 的 数量 乘积 (法 ), 记 为 了 一 27':。 
易 证 7 也 是 线性 变换 。 又 ，( 一 1) 7 简 记 为 一 九 。 
上 述 三 种 运算 是 线性 变换 的 基本 运算 ， 这 些 运 算 具 有 下 列 性 
质 : 
(1) 对 线性 空间 7 的 尾 意 三 个 线性 变换 Pi, 7,, 7， 结合 律 成 
立 : 
TI(T3T3) = (TT,)T, 
(2) 7 中 线性 变换 的 加 法 满足 交换 律 及 结合 律 。 
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(3) 7 中 线性 变换 的 乘法 对 加 法 的 分 配 律 成 立 。 
(4) 7 的 零 变 换 0 及 了 的 和 任 一 线性 变换 了， 满足 关系 式 ， 
了 十 0O=7?，7 十 (一 7?) 王 0。 
(5) 数量 乘法 满足 以 下 关系 式 ， 
(MT =A(pT), 
(和 4 十 WW)T = 二 千 十 07， 
27 十 7 了 2) 一 条 十 2:， 
17 一 了 。 
这 里 4，JEP，T1，7T; 及 了 为 了 的 任意 线性 变换 。 
由 于 霍 变换 及 单位 变换 都 是 线性 变换 ， 所 以 线性 空间 了 的 所 
有 线性 变换 组 成 的 集合 不 会 是 空 集 ， 因 而 由 以 上 的 讨论 得 知 : 数 
域 P 上 的 线性 空间 的 全 体 线性 变换 组 成 的 集合 ， 对 于 线性 变换 
的 加 法 及 数量 乘法 ， 也 构成 数 域 P 上 的 一 个 线性 空谷， 并 用 工 
(V) 来 表示 。 
我 们 来 研究 线性 变换 的 逆 变 换 问题 
定义 2 设 1 为 线性 空间 V 的 单位 线性 变换 ,7 为 了 的 线性 变 
换 。 如 果 存 在 V 的 一 个 线性 变换 5S， 使 得 
TS = ST =1, 
则 称 线性 变换 了 是 相交 的 ， 而 8 称 为 了 的 过 变换 ， 记 为 7:。 
读者 可 以 证 明 : 当 线性 变换 了 可 道 时 ,其 逆 变 换 7 ! 也 是 线性 
变换 。 当 然 ， 正 如 和 矩阵 那样 ， 并 非 每 个 线性 变换 都 是 可 逆 的 。 
例 6 设 了 是 线性 空间 7 的 线性 变换 ， 则 
T(V) = {To|v € V) 
是 V 的 子 空间 ， 称 为 象 子 空间 ,7T (V) 的 维 数 叫做 线性 变换 7 的 
秩 ， 
证 明 留 给 读者 。 
例 7 设 了 是 线性 空间 的 线性 变换 ， 则 集合 
K= {vv EVITYV = 0) 
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是 了 的 子 空间 ， 证 明 留 给 读者 。 这 个 子 空间 称 为 线性 变换 了 的 核 
(kernel) ， 并 记 为 ker (了 ) 或 了 5 (9) (这 只 是 代表 8 的 原 象 组 成 的 
合 ， 而 不 表示 7 的 可 道 )， 
由 例 6 及 例 7 可 以 进一步 推 得 下 述 定理 ， 
定理 1 设 7T 是 n 维 线性 空间 Vv 的 线性 变换 , 则 有 维 数 关 系 ， 
dimT(V) 十 dimT-1(0) = 1 。 
证 明 设 dim7-! (6) =s, 又 @1，ez,，*…，e, 是 核 7~' (0) 的 
一 组 基 。 我 们 将 它 洲 充 ， 使 
成 为 了 的 一 组 基 ， 显 然 s 十 :=n。 如 能 证 明 
dimT(V) = t, 
则 定理 便 得 证 。 现 设 x 是 V 的 任 一 向 量 ， 则 有 
和 > 民风 之 105， 
由 于 7 (e) =6 (=1，2，…，s)， 所 以 
T(x) = PnTe), 


j=1 


当然 ，7T (x) ET (V)， 所 以 上 式 表 示 7 (VV) 中 的 任 一 向 量 都 是 
向 量 组 


T(e),T(e) ,Te) (1) 
的 线性 组 台 。 现 证 向 量 组 〈1) 线性 无 关 。 设 有 
pL = 0， (2) 
则 有 
eS ee) 一 0， 
所 以 


t 
yy 一 De (a 7T-1(0),， 
i 一 1 . 
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从 而 > 可 由 7 (0) 的 基 el e，…… 9， @, 线性 表 出 ， 即 
yy》 二 > diei， 


j= 1 


因此 得 : \ 
Dois > jde; 一 0 机 (3) 


但 已 知 e1, ez,，…,e， se …，a 是 了 的 一 组 基 , 故 (3) 式 
中 一 切 c 王 0， 一切 4 一 0 GG=1, 2,…,t; J) 一 1，2，…，3s)。 因 
此 ， 我们 从 (2) 式 导致 了 aa=c=…=c= 一 0。 这 证 明了 向 量 组 
(1) 是 线性 无 关 的 。 
这 样 ， 我 们 证 明了 
了 (ge T(z), ,T(E) : 
是 7 (7) 的 一 组 基 ， 从 而 ?7 (7) 的 维 数 等 于 上 4。 故 定理 得 证 。 


8$6 线性 变换 的 矩阵 表示 


我 们 在 上 节 已 经 得 知 : 线性 空间 7 的 所 有 线性 变换 组 成 的 集 
合 ， 对 于 线性 变换 的 加 法 及 数量 乘法 ， 也 构成 一 个 线性 空间 蕊 
(『)。 若 了 是 * 维 线性 空间 , 那 末 L(V) 的 维 数 是 多 少 ? 它 与 空间 
P*%* 有 什么 关系 ? 这 就 是 本 节 要 讨论 的 主要 问题 。 

我 们 先 来 证 明 一 个 定理 。 

定理 1 设 V 是 数 域 P 上 的 一 个 维 线性 空间 , ei, ez，…，e。 
是 它 的 一 组 基 , 又 &， 名，…，& 是 V 的 任意 # 个 向 量 。 则 存在 唯 
一 的 一 个 线性 变换 了 ， 使 得 

T(e) = gi,T(ez) = gg,°",T(e,.) = g,. (1) 

证 明 先 证 唯一 性 . 若 除 了 满足 条 件 (1) 的 线性 变换 了 外 ， 
还 有 线性 变换 5 也 满足 同样 的 条 件 : 

Sl(e) = &,S(e) = gr,.~,S(e.) =&. 
24 


现任 取 xEV, 且 设 
多 一 之 16ei， 
则 有 
T(x) =7( 2ée) 一 之 /167 (ei) 一 之 /58 
同 理 有 | 
S(x) = 2 6g. 
即 对 任 一 xEV， 都 有 了 (x) 一 S (x)， 所 以 T=5, 这 就 证 明了 唯 
一 性 ， 
下 面 来 证 存在 性 。 对 V 中 任 一 向 量 x: 
x 三 2 $e, y 
我 们 由 等 式 
T(x) = 之 /6 (2) 

定义 了 的 一 个 变换 了 。 

7 显然 是 V 的 一 个 变换 .。 易 证 了 是 线性 变换 . 现 取 x=e:， 则 
由 〈2) 式 即 得 

T(e)=& (一 1 2 8) 。 

即 线性 变换 7 是 满足 条 件 (1) 的 。 证 毕 。 

此 定理 的 唯一 性 部 分 说 明 : 一 个 线性 变换 完全 被 它 的 一 组 基 
上 的 作用 所 决定 。 

为 简单 起 见 ， 以 后 我 们 用 Tx 代替 7 (x)， 

下 面 我 们 着 手 研 究 线性 变换 和 和 矩阵 的 关系 ， 亦 即 本 节 开 头 提 
出 的 主要 问题 。 

设 V 是 数 域 P 上 的 4 维 线 性 空间 ,7 是 V 的 一 个 线性 变换 。 现 
取 定 V 的 一 组 基 el e2y en， 则 每 个 Te 都 是 V 中 向 量 (1 二 1， 
2，。%…，8)， 故 可 设 : 
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Te = allel 十 qez 十 … 十 awe, 
Te: = 0izel 十 62ez 十 … 十 Goze， 


和 和 (3) 
Te, = diel 十 axe: 十 … 十 Gwe.。 
我 们 把 这 ”个 向 量 等 式 缩写 为 如 下 形式 : 
= > one (3') 
(2 二 1 ,2,.… ,7) (an E€ PP) . 
把 矩阵 
CI G12 ol 
da G22 a2 


Qa Os2 nn 
称 为 线性 变换 卫 在 基 el，ez，…， e, 下 的 赵 阵 。 

由 此 可 见 ,在 线性 空间 了 取 定 一 组 基 后 ,V 的 每 一 个 线性 变换 
T(EL (V)) 对 应 着 一 个 矩阵 4〈(E€ Px*)， 其 对 应 方式 由 〈3) 式 
反映 出 来 . 现 把 这 个 对 应 关系 写 为 7->4， 由 定理 1 可 推 知 这 个 对 
应 是 一 一 对 应 。 并 且 ，、 如 果 T1 一 41，Ts 一 4， 则 有 

7 十 ?一 4 十 4，M 44,. 
这 由 〈3) 式 是 很 易 推 得 的 。 这 里 $4EP 是 任意 数 。 这 样 ， 我 们 已 
建立 了 下 述 定理 . 

定理 2 数 域 P 上 。 维 线性 空间 V 的 所 有 线性 变换 构成 的 线 
性 空间 L(V), 在 取 定 7 的 一 组 基 之 下 ， 它 与 数 域 P 上 一 切 *Xs 
矩阵 所 构成 的 线性 空间 PX** 是 同 构 的 . 

推论 dimZ (7) =dimP*X*=n? 

前 面 已 经 讲 过 ， 同 构 的 线性 空间 有 相同 的 代数 性 质 ， 因而 同 
构 的 空间 可 以 看 作 是 一 样 的 . 于 是 , Px** 的 许多 性 质 对 于 L(Y) 也 
是 成 立 的 。 不 仅 如 此 ， 应 用 线性 变换 与 矩阵 的 对 应 关系 ， 我 们 还 
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可 以 证 明 下 述 性 质 。 

定理 3 设 e，e，…，e, 是 数 域 P 上 =” 维 线性 空间 『 的 一 组 
基 , 在 这 组 基 下 , 按照 (3) 式 建立 的 线性 变换 同和 矩阵 的 对 应 关系 ， 
则 有 : 

1) 线性 变换 的 乘积 对 应 于 和 抑 阵 的 乘积 ; 

2) 可 道 线性 变换 对 应 的 矩阵 也 可 逆 ， 且 道 变换 对 应 于 道 算 
阵 . 

证 明 1) 设 7，5 是 线性 空间 7 的 两 个 线性 变换 ， 在 所 取 定 

的 基 下 , 它们 对 应 的 矩阵 分 别 是 4, 8. 即 是 说 , 对 于 i=1, 2,…， 
nan， 有 


全 
Te, = > oaetj 


二 到】 


Se, 一 pn 


Fw 


因此 得 


(TS)e; =T(Se;) 一 了 (> ,bres) 
t==l 
= > biT(e,) 
ke 


= Se Si 
t= 】 


k== 1 


一 5 ( Se 


b=! | i | 


全 
一 > Cre, 贸 


{ 一 】} 
这 里 记 . 


Cn 一 > ,aapu， (it 一 1,2,……2) 。 


t=cl 
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由 怎 阵 乘积 的 定义 ， 此 式 已 表明 w 阶 矩 阵 
C = (cas)。xs 一 4B 。 

因此 , 线性 变换 的 习 积 75 在 所 取 基 下 的 矩阵 是 4B. 换言之 , 当 7 
一 4 及 S 一 B 时 ， 则 有 TS 一 4B，。 

2) 又 显然 单位 线性 变换 1 在 基 el, e:,…, e. 下 的 矩阵 是 单位 
和 矩阵 中 ， 即 变换 7 对 应 于 矩阵 及。 所 以 ， 当 有 ST 二 TS=7 时 , 便 有 
B4 一 48 一 8。 定理 证 毕 。 

最 后 ， 研 究 当 基 改变 时 ， 线 性 变换 的 矩阵 的 变化 规律 

定理 4 设 了 是 数 域 P 上 * 维 线性 空间 ，ei，ez，…，e, 及 el， 
ez,，…，,e, 是 V 的 两 组 基 , 从 前 一 组 基 到 后 一 组 基 的 过 渡 和 矩阵 是 C， 
又 设 了 是 了 的 一 个 线性 变换 ， 它 在 前 后 两 组 基 下 的 矩阵 分 别 是 4 
与 B， 则 有 83 一 C-:4C。 

证 明 由 假设 有 

e, 一 > jorer, 1 一 2 


k= 


和 外 
Te., -一 > Gui 1 二 1 ,2,°** ,nN 


[ 


Te: = Dbses, i= 1,2,.,n, 


上 上 mm 


因此 得 到 
Te, = > br( > cues) 一 DS) C2 jcabs)e,, 
以 及 二 十 上 t=1 t=! kus | 
Te; =T( Dcuet) = >)cuTe 
me [i 
a 
二 到】 1] 
一 ( Se 


t= 1 t= 1 
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比较 这 两 式 的 右边 ， 即 有 
> cabs = vaua 0 


a kom 


这 等 式 左边 正 是 矩阵 CB 的 〈:，,) 元 素 , 而 右边 也 怡 好 是 矩阵 4C 
的 (t, 2) 元 素 ， 对 所 有 1 一 1，2，…， n 等 式 都 成 立 。 因此 ， 有 
cB== 4C， 即 是 B=0-!14C。 证 毕 。 

定义 1 若 4，BE Px*， 如 果 存 在 可 道 矩 阵 CE Px*， 使 得 

B00 45 
则 称 和 矩阵 4 相似 于 和 矩阵 B， 并 记 作 4 一 5。 这 时 也 简单 地 说 4 与 8 
相似 。 

由 定义 易 知 ， 和 矩阵 的 相似 是 等 价 关 系 ， 即 相似 具有 下 述 三 个 
性 质 : 

1) 自 反 性 4 一 4; 

2) 对 称 性 ”、 若 4~B， 则 8 一 4; 

3) 传递 性 若 4~B 且 B~C， 则 4~-C. 

以 上 4，B，CE P"** 缘 为 任意 矩阵 ， 读 者 可 自 证 之 。 

于 是 定理 4 表明 一 个 重要 事实 : 一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 
矩阵 是 相似 的 。 反 过 来 也 可 以 证 明 ， 两 个 相似 和 矩阵 总 可 以 看 成 某 
一 线性 变换 在 两 组 不 同 基 下 的 矩阵 ， 

相似 扰 阵 的 概念 及 一 些 简 单 性 质 , 读者 已 经 熟知 , 效 不 装 述 、 

线性 变换 和 和 矩阵 的 上 述 相互 关系 是 很 重要 的 。 线 性 空间 、 线 
性 变换 及 矩阵 三 者 之 间 都 有 着 密切 联系 ， 熟 习 这 种 联系 ， 对 深入 
研究 矩阵 理论 是 很 有 益处 的 


$7 不 变 子 空间 
定义 1 设 ? 是 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 ， 又 由 是 了 的 一 


个 子 空间 。 若 对 任 一 xEW， 都 有 TxEW， 亦 即 
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T(W) CW, 
则 称 殉 为 了 的 不 变 子 空间 ,也 说 成 是 子 空间 W 对 线性 变换 了 是 不 
变 的 。 
由 定义 可 知 ， 零 空间 及 V 本 身 都 是 7 的 不 变 子 空间 。 
现 设 V,,V, 是 4 维 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ， 且 都 是 线性 变 
换 7 的 不 变 子 空 间 ， 如果 
了 三 六 中 7 了 2， 
且 ee，e，…，en 与 en+，…，e. 分别 是 VV 与 V; 的 一 组 基 , 则 向 
量 组 
Cl E29°r Cm Cmtls°** sO (1) 
便 构 成 V 的 一 组 基 ， 由 于 Vi, Vv; 对 7 不 变 ， 所 以 有 
Te 一 allel 十 … 十 cnlen 
Te, 一 nel 十 … 十 anen 
Te。+i 一 Cn+im+ies+i 十 十 a.m+le， 
Te。 一 Cn+les+1 十 十 me。 


因此 线性 变换 了 在 基 (1) 下 的 矩阵 为 分 块 对 角 和 矩阵 


健生 和 人 人 四 和 


这 里 


(ml 二 生生 (mn p {n,m 十 1 和 志和 (isn 


易 知 , 若 7= 二 VBY: 儿 … 田 岂 , 又 了 为 了 的 线性 变换 ， 且 每 个 
V; 都 对 7 不 变 ， 则 适当 选择 基 ， 变换 7 在 此 基 下 的 矩阵 便 为 分 块 
对 角形 : 
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4: 


A 

还 可 以 证 明 ， 若 站 可 分 解 为 个 子 空间 Vi (i 二 1，2,，….,&) 
的 直 和 ， 则 存在 7 的 一 个 线性 变换 7T7， 使 每 个 V; 都 是 7 的 不 变 子 
空间 ， 从 而 7 在 某 组 基 下 的 矩阵 具有 分 块 对 角形 〈2) 的 形式 。 

显然 ， 若 " 维 线性 空间 VV 可 分 解 为 线性 变换 7 的 x 个 一 维 不 
变 子 空间 的 直 和 ， 则 7 的 矩阵 可 以 具有 对 角形 和 矩阵 的 形状 。 对 角 
线 上 的 元 素 就 是 线性 变换 了 所 对 应 的 矩阵 4 的 特征 值 ， 亦 称 为 线 
性 变换 了 的 特征 值 。 

本 节 的 讨论 说 明 线 性 空间 分 解 为 直 和 、 线 性 变换 以 及 分 块 对 
角形 矩阵 的 关系 。 再 一 次 说 明 线性 空间 、 线 性 变换 及 矩阵 三 者 是 
息息相关 的 . 


习 题 一 

1. 在 a 维 线性 空间 户 中 , 下 列 * 维 向 量 的 集合 六 是 否 构 成 P 上 的 线 
性 空间 : 

(1) V= { (a, b, a, b, '**, das 5) ja, bEP}; 

(2) V= { (al, 人 2 9， "**, a, ) [= 

(DV= {x= (&, Ey 1, 6) |Ar=0, AE PY'). 


2. 按 通常 矩阵 的 加 法 及 数 与 矩阵 的 老 法 ,下 列 的 数 域 P 上 方 阵 集 合 是 
否 构 成 P 上 线性 空间 : 
0 a 

(1) 全 体形 如 。，] 的 二 阶 方 阵 的 集合 ， 

(2) 全 体 * 阶 对 称 ( 或 反对 称 , 上 三 角 ) 和 矩阵 的 集合 ; 

(3) V 二 {X|4AX=6, 久 EPXx'}) (4 为 给 定 的 阶 方 阵 ,4E PX:*). 
3. ”证 明 : 线 性 空间 定义 中 ,第 3) 个 条 件 的 第 (1) 个 不 是 独立 
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的 , 亦 即 它 可 由 其 余 七 个 “规则 ”推出 。 
4. 证明: 对 于 有 限 维 线性 空间 ,在 线性 空间 定义 中 的 “规则 ” 
lx 二 x 是 可 以 证 明 的 ,而 不 必 在 定义 中 给 出 
5. 证 明 . 若 线性 空间 V 中 的 每 个 向 量 都 可 由 V 中 a 个 癌 量 €1 E21°°° ,En 
线性 表 出 , 且 有 一 个 向 量 表 示 法 唯一 , 则 了 必 是 a 维 空间 , 且 这 组 向量 是 它 的 
一 组 基 ， 
6. 在 三 维 线性 空间 P: 中 ,分 别 求 下 面 的 向 量 " 在 基 se'ss 下 的 坐标 ， 
1》a 一 (1,2,])， 
5 一 (1,1,1),s 一 (1, 1 一 1)，6 一 (1 一 1 一 1)。 
2) 一 (3 7，1)， 
8 一 (1],3,5),e 一 (6,3,2),es 一 (3，],0)， 
7、 在 中 中 有 两 组 基 ， 
1) om 一 (1,0,0,0)， a:= (0,1,0,0), 
oa 一 (0,0,1,0)， ai 一 (0,0,0,1)? 
2) 8 一 (2,1, 一 1,1),p8: 一 (0,3,1,0)， 
B=(5,3,2,1), B=(6,6,1,3). 
试 求 (1) 从 第 1) 组 基 到 第 2) 组 基 的 过 渡 和 矩阵 ， 
(2) 向 量 x== (61,6:,63,6,) 对 第 2) 组 基 的 坐标 ， 
(3) 对 两 组 基 有 相同 坐标 的 非 夫 向量， 
8、 在 忆 中 ,分 量 满足 下 列 条 件 的 全 体 向 景 能 否 构 成 RP 的 子 空间 ， 
(1) @ 十 2 十 十 6 二 01 
(2) 6 十 4 十 … 十 4 一 2 
9， 试 证 :在 R 中 ,由 (1,1,0,0),(1;0,1,1) 生 成 的 子 空间 与 由 (2, 一 1， 
3,3),(0,1, 一 1, 一 1) 生 成 的 子 空间 相同 。 
10. 设 凡 ,: 都 是 线性 空间 7 的 子 空间 , 且 VIESV;, 证 明 ; 如 果 dimP= 
dimyY;, 则 VV 二 V,。 
11. 求 R' 的 子 空间 
= ((alyaryasyai)|1ci 一 0 十 os 一 44 一 0)， 
W={ (oo，a，0，04) | al 十 az 十 oa 十 ca 一 0} 
的 交 VNNW 的 一 组 基 
12. 设 向 量 组 
32 


o 一 (1,0,2，1) ,cz 一 (2,0,1 ,一 1), as 一 (3,0,3,0)， 
B=(1,1,0,1),B,= (4,1,3,1), 


若 Vi 二 上 (a ;02903)9V ,二 L(Bi,B2), 求 VV 十 Vs 的 维 数 及 一 组 亲 ， 


~ 


13. 设 ee:，…，e， 及 ,629 5 是 n 维 线性 空间 V 的 两 组 基 ,证 明 : 
(1) 在 两 组 基 上 坐标 完全 相同 的 全 体 向 量 的 集合 VI 是 V 的 子 空间 ; 
(2) 若 空 间 V 的 每 个 向 量 在 这 两 组 基 上 的 坐标 完全 相同 , 则 e:=a,i==1， 


久生 本 4 有。 


14. 设想 ,Vy ;分别 是 齐 次 线性 方程 组 十 zs 十 … 十 二 0 与 vz 二 7 


… 二 z, 的 解 空间 , 试 证 明 P 二 VV;， 


15， 设 4 是 任 一 mxz 和 矩阵 ,将 4 任意 分 块 成 
A 
4; 
4 一 


4， 


证 明 :> 元 齐 次 线性 方程 组 4x 一 0 的 解 空 间 V 是 齐 次 线性 方程 组 Aix=0 的 解 
空间 六 (一 1， 2 ;$) 的 交 V=V (VN 闻 


16. 证 明 :每 个 4 维 线性 空间 都 可 以 表示 成 4 个 一 维 子 空间 的 直 和 。 
17. 证 明 ， T(x ;xi) 一 (x2 -xX1), 7 (xlyx2) 一 《xi -xz) 是 足 : 的 两 个 线性 


变换 ,并 求 1 十 7 .77 及 了 2 。 


18. 对 任 一 4E P"*'*, 又 给 定 CEPY* .定义 变换 了 如 下 ， 


证 明 : 


1) 了 是 P** 的 线性 变换 ， 
2) 对 任意 4,BE P"** 有 
T(4B)=T(4)， B+A.: T(B), 
19， 讽 7,5 是 启 的 二 个 线性 变换 ,它们 定义 为 : 
T(x,y,2) = (XxX 十 y 十 2,0,0),S(x,y,2) = (y, Zz, XxX). 


试 证 7 十 5S 的 象 集 是 局 , 即 (T 二 5S) (PR?) 二 PR， 


20. 设 7 是 及 的 线性 变换 , 它 定 义 为 
T(x,y,2) = (0,7,y), 


求 7? 的 象 集 及 核 。 


21. 在 R! 中, 求 下 列 各 线性 变换 7 了 在 所 指定 基 下 的 矩阵: 
1) T(x ,x2 Xs) = (27)—z ,7 十 zy 71) 在 基 
ei = (1,0,0),s = (0,1,0),s: = (0,0,1) 
下 的 和 矩阵， 
.2) 已 知 线性 变换 了 在 基 
和 一 (-1, ll) 一 (1,0, 一 1 = (0,1,1) 


1 0 1 
~1 2 1J， 


求 了 在 基 z=(1,0,0),e=(0,1,0),a 一 (0,0,1) 下 的 矩阵 。 
22， 给 定 线性 空间 R: 的 两 组 项 ， 
zi 一 (1,0,1),e = (2,1,0),5s = (1,1,1), 
让 一 (1,2,-1),? = (2,2,-1) ,3 一 (2,-1,-1)。 
又 设 了 是 六 的 线性 变换 , 旦 Te 一 六 (i 二 1,2,3)。 试 求 ; 
(1) 从 基 (e) 到 基 { 信 )( 三 元 集 ) 的 过 渡 和 矩阵 
(2) 了 在 基 {ej)} 下 的 矩阵 ， 
(3) 了 在 基 {w.} 下 的 矩阵 
23.， 着 矩阵 4 可逆, 证 明 4 与 B4 相似 。 
24. 若 4 一 B,C~D, 试 证 


B 
We 
25. 1) 证 明 TCxj yx2,… x,) 二 (0,z1,… ,7z.-1) 是 线性 空间 产 的 线性 


变换 , 且 "= 二 0( 零 变换 ) 
2) 求 了 的 核 了-:(6) 的 维 数 及 象 集 TY) 的 维 数 。 


下 的 矩阵 为 
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第 二 章 ”内 积 空间 


上 章 所 讲 的 线性 空间 ,其 基本 运算 是 向 量 的 加 法 及 向 量 与 数 
域 中 的 数 的 数量 乘法 ,并 无 考虑 过 向 量 的 长 度 、 向 量 之 间 的 夹 角 等 
度量 性 质 。 由 于 各 种 需要 ,我 们 有 必要 在 线性 空间 中 引入 内 积 概 
念 ,使 得 在 这 样 的 空间 里 可 以 处 理 这 些 度 量 性 质 的 问题 ,深化 对 线 
性 空间 .线性 变换 的 研究 ， 


31 内 积 空间 的 概念 


定义 1 设 V 是 实数 域 上 的 线性 空间 。 如 果 对 V 中 任意 两 
个 向 量 x,y 都 有 一 个 实数 ( 记 为 (:,y)) 与 它们 相对 应 ,并 且 满 足下 
列 各 个 条 件 , 则 实数 (z,y) 称 为 向 量 x,y 的 内 积 : 

(1) (z,9)= (y,7); 

(2) (hr,y)=A4(z,y), (EGR) 

(3) (z 十 gz) 一 (zy,z2) 十 (yz2)， (zEV) 

(4) (zz) 之 0, 当 且 仅 当 x=6 时 ,等 号 成 立 。 
而 线性 空间 了 则 称 为 实 内 积 空间 ,简称 内 积 空间 

平常 空间 向 量 的 内 积 ( 亦 称 数量 积 ) 显 然 适合 定义 1 中 列举 的 
所 有 性 质 , 故 空间 向 量 的 全 体 关 于 向 量 加 法 及 数 与 向 量 的 采 法 ,就 
构成 一 个 内 积 空间 ， 

例 1 若 对 * 维 线性 空间 Rr 中 的 任 二 向 量 

x = (ly EE) yy = Wm) 
定义 内 积 为 
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(x,y) = 2 Sn, 

则 容易 验证 它 满足 内 积 定义 的 条 件 , 从 而 Fr 成 为 一 个 内 积 空 间 ， 
我 们 仍 用 Fr 来 表示 它 。 : 

内 积 空间 PP 称 为 欧 几 里 得 (Euclid) 空 间 , 简 称 欧 氏 空 间 , 稍 后 
我 们 就 知道 ,所 有 4 维 ( 实 ) 内 积 空间 都 与 fr 同 构 ,因此 我 们 把 有 
限 维 ( 实 ) 内 积 空间 也 都 称 为 欧 氏 空间 。 本 书 所 讲 的 空间 主要 是 指 
有 限 维 空间 ,虽然 无 论 在 线性 空间 的 定义 中 ,或 在 实 内 积 空间 的 定 
义 中 ,都 没有 规定 空间 的 维 数 是 有 限 的 ,甚至 在 讨论 一 些 简 单 性 质 
时 ,也 无 此 规定 ,但 是 在 本 书 或 一 般 的 线性 代数 及 矩阵 论 的 书 中 ， 
主要 的 、 绝 大 部 分 的 内 容 都 是 对 有 限 维 空间 来 说 的 ， 

例 2 考虑 ww 维 线性 空间 Rx**， 如 果 对 任何 4,BE Rx", 定 义 


(A,B) = D> asby, 
ij 一 


则 容易 验证 (4,8) 满 足 内 积 定义 的 各 个 条 件 , 从 而 Rx" 构成 一 内 积 
空间 ， 

由 定义 可 推 得 内 积 (x,y) 具 有 下 列 基本 性 质 . 

(1) (x,Ay)—=A(x,y); 

(2) (xy 十 5) 一 (xyy) 十 (xy 各 5); 

(3) (x,0)= (6,y)=0. 
其 中 (3) 的 证 明 如 下 : 

: (x,6) = (x,0y) = 0(x,y) = 0. 

有 了 内 积 概 念 ,我 们 就 可 以 在 内 积 空间 中 引入 向 量 的 长 度 及 
向 量 之 间 的 夹 角 等 概念 ,我 们 先 来 证 明 关 于 内 积 的 一 个 重要 不 等 
ns 

定理 1 设 Y 是 内 积 空 间 ,x,y 是 V 中 任 二 向 量 , 则 有 

(x,y)’ SS (x,x)(y,y), 
且 等 号 当 且 只 当 x,y 线性 相关 时 成 立 ， 
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证 明 设 i 为 一 任意 实数 , 则 由 内 积 定 义 的 条 件 (4), 得 知 向 
量 内 积 
(xz 一 加 xx 一 如) 之 0 。 
也 就 是 说 ,对 任意 实数 i， 
(yy — 2(x,y)l 十 (xxz) 之 0， 
此 不 等 式 左边 是 个 关于 i 的 二 次 三 项 式 , 对 任意 实数 i, 它 都 取 非 
负 值 , 故 其 判别 式 
4 三 [一 2(xy)】 了 一 407y)(xv) 0， 
由 此 便 得 : 
(x,y)’ SS (x,x)(y,y). 
如 果 x,y 线性 相关 ,不 妨 设 y=4x(4% 是 实数 )。 此 时 ,我 们 有 
(xyy)2: = (x, hx)’ = LACx, x) 
= (x,X) (hx, Ax) 
= (x,xX)(y,y). 
同样 地 ,着 x=4y, 也 可 以 证 明 
(xy) = (x,x)(y,y). 
因此 , 当 x,y 线性 相关 时 ,定理 中 的 不 等 式 成 为 等 式 , 反 过 来 ,如 果 
等 式 (x,y)? 二 (x,x)(y,y) 成 立 , 则 x,y 必定 线性 相关 .事实 上 , 若 
x,y 线性 无 关 , 则 对 任何 实数 1, 都 有 x 一 iy 关 9, 从 而 就 有 
(x— ty,x— {ty)>0., 
由 定理 前 半 部 分 的 证 明 中 可 以 看 到 ,此 时 ,前 面 提 到 的 判别 式 4< 
0, 从 而 导致 
(xy)7 < (x,x)(y,y) 。 
这 与 (x,y) :一 (x,x)(y,y) 相 矛盾 ,因而 定理 得 证 ， 
定理 1 中 的 不 等 式 , 常 称 为 柯 西 * 许 瑟 效 (Cauchy-Schwarz) 不 
等 式 。 下面 用 到 它 时 ,我 们 简单 地 称 之 为 (C, -S. ) 不 等 式 。 
现在 我 们 来 定义 回 量 的 长 度 ， 
定义 2 设 x 是 内 积 空 间 V 的 任 一 向 量 , 则 非 负 实数 VY (x,x) 
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称 为 向 量 x 的 长 度 , 并 记 为 |x|, 亦 即 我 们 定义 向 量 x 的 长 度 为 : 
|x| = V(x,x). 
”由 于 向 量 的 内 积 (x,y) 在 内 积 空 间 中 是 个 实数 ,因此 利用 长 度 
概念 ,(C. 一 S. ) 不 等 式 又 可 以 表示 为 : 
|(x,y)| 委 jzl ly| 
当 x,y 都 不 是 零 向 量 时 ,由 此 不 等 式 可 得 


|(xyy) | 

a 
亦 即 

= < (x,y) < 1 。 
|x| . |y| 
因此 ,我们 可 以 用 等 式 
cosg 一 (x,y) 
|x| 。|y| 


来 定义 两 个 非 零 向 量 x,y 的 夹 角 9, 且 限制 9 的 取 值 范围 为 0<p 
x。 当 (x,y)==0 时 , 则 称 x,y 是 正 交 的 " , 且 记 为 x]y. 
例 3 若 x,y 是 两 个 正 交 向 量 , 则 有 
lx 十 ?| 三 |x 上 十 jy 
一 般 地 ,如果 xiyxz…xue 是 个 两 两 正 交 的 向 量 , 则 有 
xz 十 xz 十 … 十 xz = 二 |xi| 十 |xz1 十 … 十 |x 17。 
这 利用 内 积 性 质 及 正 交 条 件 是 不 难 证 明 的 , 故 留 给 读者 作为 练习 。 
从 定理 1 可 以 推出 如 下 简单 推论 。 
推论 ”对 内 积 空间 了 的 任 二 向 量 x,y 都 有 : 
(1) |x 十 ?>| 委 |x| 十 |y|; 
(2) |x 一 y| 宇 |x| 一 jy|.。 


* 由 于 (x,0) 二 0, 所 以 认为 零 向 量 与 任何 向 量 是 正 交 的 。 故 由 (x,y) 二 0 定 
义 xly 时 ,不 要 求 xy 和 天 0。 
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证 明 因为 
Ilx 十 y|: 一 (xz 十 yx 十 y) 
一 (xyx) 十 2(x,y) 十 (y,y) 
(xyx) + 2|x| :ly| 二 (y,>y) 
一 jx 天 十 2lxl。|y|i + lyl’ 
一 (|x| 十 |y1)’， 
由 此 即 得 |x 十 y| 委 |x|l 十 |y>|。 又 应 用 这 一 结果 得 到 等 式 x= 一 (x 一 
y) 十 y, 即 得 
[x| 一 [xx 一 9) 十 y| 入 jx 一 ?| 十 jy 
因此 得 jx| 一 |y| 科 jx 一 ?| 。 这 就 是 (2) 式 。 
把 定理 1 应 用 到 欧 氏 空间 R 即 得 不 等 式 : 


els< ,De 


32 正 交 基 及 子 空 间 的 正 交 关系 


由 于 在 内 积 空 间 中 有 回 量 夹 角 的 概念 ,因而 在 各 种 基 中 ,我 们 
可 以 选择 一 种 特殊 的 .使 用 起 来 很 方便 的 基 , 这 就 是 正 交 基 。 这 种 
情况 在 普通 的 线性 空间 里 是 没有 的 “ 正 交 ”概念 的 引入 ,使 得 在 内 
积 空 间 中 增加 了 不 少 在 一 般 线 性 空间 中 所 没有 的 、 很 有 意义 的 性 
质 . 

内 积 空间 中 两 两 正 交 的 一 组 非 零 向 量 , 称 为 正 交 组 . 正 交 组 是 
线性 无 关 的 。 囊 实 上 , 若 xiyxz，…xn 为 一 正 交 组 ,如 果 有 

hxi 十 和 xz 十 … 十 和 xn 一 8， 

则 用 * 与 此 向 量 等 式 两 边 作 内 积 ,注意 到 当 :和 7) 时 均 有 (xxi) 一 
0, 我 们 便 可 得 到 
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和 (Xi Xi) 一 (xiy0) 一 0， 
因 “天 6, 故 (xx 六 0, 因 此 有 2 一 0G 王 1, 2 ma)， 即 xi ,xz，…， 
xm 线性 无 关 ， 
定义 1 在 "” 维 欧 氏 空间 中 ,由 正 交 组 构成 的 基 称 为 正 交 基 ; 
如 果 正 交 基 中 每 个 基 向 量 的 长 度 都 等 于 单位 长 度 , 则 这 组 正 交 基 
便 称 为 标准 正 交 基 。 
简单 地 说 , 若 ei,e:,…,e, 是 4 维 欧 氏 空间 TV 的 一 组 非 零 向 
量 , 旦 满足 条 件 
l]， 当 i=)j; 
J 
《i,j 二 12 1), 则 ei ,es,…,e, 即 为 一 标准 正 交 基 ， 
定理 1 任 一 % 维 欧 氏 空间 V 都 存在 正 交 基 。 
证 明 设 丘 ,fi,…,f. 为 V 的 一 组 基 , 我 们 从 这 组 基 出 发 ,去 
构 作 的 一 组 正 交 基 。 下 面 是 具体 作法 ， 
首先 可 以 取 ei=f, 接 着 作 疝 量 
ez = fi oei, 
其 中 系数 a 可 由 正 交 条 件 (e,e1) = 二 0 来 确定 ,由 于 
(e101) = (fi + eise) = (fei) 十 (eye 一 0， 
因此 可 得 : 


(fi,e1) 
(elyel) 


因 。 王 廊 与 fz 线性 无 关 , 所 以 ez 关 0, 且 以 上 求 得 的 ei,ez 是 正 交 
的 。 类 似 地 , 令 


Ql 二 


es = fi pet fes, 
则 es 必 不 为 零 向 量 , 再 由 正 交 条 件 (要求 ); 
(esse1) = 0， (e3,e2) 一 0， 
便 可 求 得 系数 Bb ,pi 为 : 
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(fs,ei) __ (fi,ez) 
A (ezye2)“ 


(el yel) 
因而 es 便 可 确定 ,于 是 又 得 到 正 交 组 elyez,es。 按 此 方法 做 下 去 ， 
在 已 作出 正 交 组 : 

el5e2。， Cle 
则 令 
e, 一 f 十 he 十 hez 十 … 十 如 -le.-i。 
显然 e. 天 969。 再 由 正 交 条 件 
(eyeli) 一 0， (eyez) 一 0,，…，(ese 1) 一 10， 


便 可 定 出 各 个 入 : 


1 一]1, 2 一 |。 


因此 ,我 们 便 得 到 正 交 基 2lye2y yeCs 定理 证 毕 
注意 ,如 果 我 们 将 上 面 求 得 的 正 交 基 的 每 个 基 向 量 都 化 为 单 
位 回 量 , 即 令 


人 2, 、 
ei 一 一 一 ， 1 一] ,21 
e, | 


则 得 到 标准 正 交 基 ;ei ,ez,…,e.。 因 此 ,我 们 从 定理 1 又 可 得 知 ,每 
个 有 限 维 内 积 空 间 都 存在 标准 正 交 基 ,定理 1 及 上 述 作法 ,不 仅 解 
决 了 正 交 基 的 存在 性 问题 ,而 且 还 提供 了 一 个 实际 作法 ,这 个 作法 
叫做 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 过 程 *. 
我 们 假设 V 是 个 % 维 欧 氏 空间 ,不 妨 设 ei,e:,…,e, 是 它 的 一 

组 标准 正 交 基 。 现 考察 7 中 任 二 向 量 x,y 在 这 组 基 下 内 积 的 表达 
式 、 为 此 ,可 设 

xx 一 6el 二 62@2 十 … 十 Ce， 

y 一 Wer 十 maer 十 … 十 es 


* 这 个 “过 程 " 通 常 指 到 作出 一 标准 正 交 基 为 止 。 由 于 主要 困难 是 作出 正 
交 基 , 即 “ 正 交 化 "这 一 步 . 故 为 提 法 方便 ,我们 用 此 讲法 。 
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于 是 ,利用 内 积 性 质 ( 稍 作 推 广 ) 及 标准 正 交 基 的 定义 ,可 得 : 
(x,y) 一 (6el 十 … 十 cey1iel 十 … 十 Me,) 
一 上 7 十 mp 十 … 十 er7。 

由 此 可 见 , 在 标准 正 交 基 下 , 欧 氏 空间 (有 限 维 实 内 积 空 间 ) 同 
基 内 积 可 由 坐标 的 一 个 简单 表达 式 来 描述 . 

下 面 我 们 讨论 一 下 :从 一 组 标准 正 交 基 到 另 一 组 标准 正 交 基 
的 过 渡 和 矩阵 有 何 特性 ， z 

设 el,es,…,e, 及 el,el,…,e, 是 7 维 网 氏 空 间 V 的 两 组 标准 
正 交 基 , 从 前 一 组 基 到 后 一 组 基 的 过 渡 和 矩阵 为 4。 即 


n 
2; 一 ayer, ? 一 1 2 
k== 


由 于 
(ei,0)) 一 ( > aner, > ae) 
一 > Se 
Ss 
另 方面 ,由 于 和 
本 Ee 当 ; 一 7 
(ei,e;) = 
0， 当 : 天 7 
所 以 有 
1 ， 当 t= J 
Dens = 0 当 i 关 ; 
(2,) =— 1] ,2,. ,71) 
这 组 关系 式 表明 和 矩阵 4 满足 等 式 : 


4?4 一 四 。 (1) 
其 中 47 是 4 的 转 置 矩 阵 . 读者 已 经 知道 ,满足 (1) 式 的 4 阶 实 窍 阵 
4 称 为 正 交 埠 阵 。 因 而 ,在 = 维 欧 氏 空间 中 ,从 一 组 标准 正 交 基 到 
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男 一 组 标准 正 交 基 的 过 渡 和 矩阵 是 正 交 和 矩阵 。 

在 这 里 ,我 们 复述 一 下 正 交 矩阵 4 的 基本 性 质 。 由 (1) 式 两 边 
取 行 列 式 可 得 1|41= 土 1, 故 正 交 和 矩阵 4 是 可 道 的 , 且 47! 二 47, 又 
易 证 4-!: 也 是 正 交 答 阵 ,而 且 两 个 » 阶 正 交 和 矩阵 的 习 积 还 是 正 交 
和 矩阵、 由 正 交 和 矩阵 4 的 定义 又 可 以 看 到 :4 的 每 个 列 ( 行 ) 向 量 ( 看 
作 欧 氏 空 间 RR 中 的 向 量 , 下 同 ) 都 是 单位 向 量 , 且 不 同 的 两 个 列 
( 行 ) 癌 量 是正 交 的 

注意 ,由 于 内 积 空间 是 线性 空间 ,因而 上 章 中 关于 子 空间 的 有 
关 结 论 , 自 然 在 这 里 仍 能 成 立 , 下 面 我 们 只 讨论 一 下 那些 与 度量 性 
质 有 关 的 子 空间 性 质 。 

定义 2 设 矿 , 户 是 内 积 空 间 了 的 两 个 子 空间 。 如 果 对 任意 的 
xEyiyEr ,都 有 

(xy) 一 0， 

则 称 记 与 P: 是 正 交 的 ,并 记 为 六 上。 

特别 ,如 果 『 中 某 个 向 量 ,与 子 空 间 太 的 每 个 向 量 都 正 交 ， 
则 称 x 与 广 正 交 , 记 为 x | 入。 

定理 2 ”内 积 空间 『 的 两 个 子 空间 广 与 V; 如 果 是 正 交 的 , 则 
它们 的 和 Vi 十 V, 是 直 和 。 

证 明 这 只 须 证 明 Vi 十 V; 的 零 问 量 9 表示 方式 唯一 。 由 于 8 
二 6 十 9 是 一 种 表示 ,假如 还 有 xEV1,yET， ,使 得 x 十 y 二 9, 则 有 

0=(0,x) = (x 二 yx) 一 (xx) 十 (yx) = (x,x), 
( 因 (y,x) 一 0) 。 

于 是 有 x 王 8。 同 理 可 证 > 一 6。 故 零 向 量 的 表示 方式 唯一 。 证 毕 ， 

对 有 限 多 个 子 空间 的 情形 ,也 有 类 似 的 结果 。 

定义 3 设 上 ,7: 是 内 积 空间 V 的 两 个 子 空间 , 且 满 足 条 件 

区 

则 称 VY: 是 Vi 的 正 交 补 空间 ,简称 正 交 补 、 | 

由 定义 易 知 , 当 V, 是 VV 的 正 交 补 时 , 则 V, 也 是 V; 的 正 交 补 。 
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定理 3 7 维 欧 氏 空间 7 的 任 一 子 空间 态 都 有 唯一 的 正 交 
补 。 
证 明 车 VV 二 {9}), 则 V 就 是 V 的 正 交 补 ,并 且 唯 一 。 现 假设 
关 {9), 因 V 在 Vv 的 内 积 定 义 下 也 是 个 欧 氏 空间 , 故 在 VV 中 可 选 
取 一 组 正 交 基 el,e:,…,e。。 这 里 mm 是 VV a, 再 从 了 了 中 选取 ” 
一 mw 个 向 量 添 加 进去 ,使 
成 为 了 的 一 组 正 交 基 . 
不 难 证 明 ,L(esti,em+2，…,e,) 就 是 六 的 让 将 其 记 为 
Vz 
再 证 唯一 性 。 设 除 Vi 外 ， 还 有 ,也 是 记 的 正 交 补 。 由 正 交 补 
的 定义 且 应 用 定理 2, 即 得 
V =V DV,, 
V =V 由 六。 
令 xEV:, 则 xEV, 故 由 第 二 式 有 
X 一 Xi 十 xs， 
这 里 XIEVi,xX3EV3, 义 又 因 xx 所 以 
0 一 (xyxl) 一 (xi 十 xX3yxi) 
一 (xiyxi) 十 (xs,xi)， 
但 xs xi , 故 (xs,xi) 一 0, 从 而 有 (xxi) 一 0, 于 是 xi=9。 由 此 得 知 
x 二 x3EVs, 即 有 VV。 
同 理 可 证 V;SV,。 因 此 ,有 YY,==V;, 故 唯一 性 得 证 、 证 毕 . 
V, 的 正 交 补 记 为 三 , 于 是 由 定理 3 有 
dimV 1 十 dimVi 二 贸 ， 
且 太 恰 由 V 中 所 有 与 V, 正 交 的 向 量 所 组 成 ， 
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33 内 积 空 间 的 间 构 


与 线性 空间 的 同 构 类 似 ,我 们 来 讨论 内 积 空 间 的 同 构 问题 ,由 
于 内 积 空间 是 定义 了 内 积 的 线性 空间 , 故 下 述 定义 是 很 自然 的 。 
定义 1 两 个 内 积 空 间 V 与 VV' 称 为 是 同 构 的 ,如 果 二 者 之 间 
存在 一 个 一 一 对 应 0, 并 且 对 任何 x,yEV,4E€ RB, 下 列 条 件 痢 满足: 
1) oGCx 十 y) 一 ICCx) 十 ICy); 
2) COCMx) 一 MGCx)i; 
3) (0o(x) ,0(y)) = (x,y), 
这 就 是 说 ,两 个 内 积 空间 认为 是 同 构 的 ,首先 作为 线性 空间 它们 是 
同 构 的 ,其 次 ,在 这 个 同 构 之 下 ,向 量 内 积 是 保持 不 变 的 。 
由 定义 可 知 , 同 构 的 两 个 欧 民 空间 有 相同 的 维 数 ， 
定理 1 所 有 7 维 欧 氏 空 间 都 同 构 ， 
证 明 设 V 是 x 维 欧 氏 空间 ,又 ei,ez,…,e, 是 它 的 一 组 标准 
正 交 基 , 则 任 一 xEV 可 表示 为 
和 
现 由 
ICX) 一 〈6l6 6) ER 
定义 一 个 V 到 Rr 的 映射 o, 则 易 知 o 是 个 一 一 对 应 , 且 可 以 验证 定 
义 上 中 的 条 件 1) 及 2) 都 是 满足 的 ,下 面 来 证 条 件 3) 亦 满足 ， 
再 任 取 站 中 另 一 向 量 > 一 me 十 mez 十 … 十 ge, 则 由 的 定义 
又 有 
oy) 一 772) 和 并。 
由 Rr 中 辣 量 内 积 定 义 , 则 有 
(OO(xX) ,08)) = Em 二 bop 二 61 , 
而 7 中间 量 x,y 的 内 积 (x,y) 在 这 组 标准 正 交 基 下 的 表示 式 为 
(xy) = 生态 bom TT oo 
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因此 ,有 (oC(x),0(y))== (x,y)。 

综 上 所 述 , 即 知 V 与 忆 同 构 。 又 不 难 证 明 欧 氏 空 间 的 同 构 是 
等 价 关系 ” 。 因 此 所 有 ” 维 欧 氏 空 间 都 同 构 。 证 毕 。 

从 这 个 定理 可 见 , 最 基本 、 最 简单 的 '* 维 欧 氏 空间 就 是 FR. 


34 正 交 变换 


在 内 积 空间 中 有 一 种 特别 的 线性 变换 ( 正 交 变换 ) ,在 许多 场 
合 都 很 有 用 ,这 种 变换 在 欧 氏 空间 (有 限 维 实 内 积 空间 ) 中 常 可 和 叙 
述 为 几 种 相互 等 价 的 提 法 。 这 些 提 法 的 每 一 种 都 刻画 了 正 交 变 换 
的 基本 性 质 ， 

定义 1 设 7?7 是 内 积 空间 了 的 线性 变换 , 若 了 能 保持 7 中 回 
量 内 积 不 变 , 即 对 任何 x,yEV ,都 有 

(Tx,Ty) = (xyy)， 

则 线性 变换 7 称 为 V 的 一 个 正 交 变换 。 

定理 1 设 ? 是 * 维 欧 氏 空间 了 的 一 个 线性 变换 , 则 下 列 各 
个 命题 彼此 等 价 : 

(1) 7 是 正 交 变 换 ; 

(2) 7 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 即 对 任 一 xEV, 都 有 |7x|= 
|x|; z 
(3) 若 ei,e:,…,e, 是 7 的 一 组 标准 正 交 基 , 则 Tel,7ez，……， 
Te, 也 是 了 的 一 组 标准 正 交 基 ; 

(4) 7 了 在 V 的 任 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 正 交 矩阵. 

证 明 (1) 名 (2): 

若 7 是 正 交 变换 , 则 有 


* 参考 第 一 章 》6。 
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(Tx,Tx) = (x,x), 

两 边 开 平方 即 得 |7x|== |x|. 
反之 , 若 了 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 即 
ITx| = VTx,Tx) = |x| 
17y| = VTy,Ty) = |y| 


因此 ， 
(Tx,Tx) = (x,x), 
(Ty,Ty) = 〈y，y) 。 


| I 
个 | 一 
<| 
由 
本 no 


同样 地 , 亦 有 
(了 了 (x 十 y),7TCx 十 y)) 一 (xx 十 yx 十 y)。 


把 这 式 两 边 展 开 即 得 
(Tx,Tx) + 2(Tx,Ty) 十 (7 了 y 7Ty) 
一 (x:,x) 十 2(xy) 十 (yyy) 。 


(Tx,Ty) = (xyy)， 


即 7 是正 交 变换 . 
(1)O(3): 
设 7 是 正 交 变 换 , 则 对 V 的 任 一 组 标准 正 交 基 e1629°°° ,es， 都 
有 
1， 当 i=} 
(Te;,Te;) = (ei,e)) = 0, Wi) 
这 里 i,j=1,2,*…,n。 因此 ,Te ,Te,,… ,Te. 也 是 一 组 标准 正 交 基 ， 
反之 ,如 果 当 ei,ez，…,e, 是 标准 正 交 基 时 ,Te, ,Tes,，… ,Te. 也 


是 标准 正 交 基 , 则 对 了 中 任 二 回 量 
x 一 iel 十 5222 十 … 十 Can, 


y — el a N22 十 这 十 na 


便 有 
Tx 一 < 上 el 十 E27Te, es 十 7e 
47 


Ty 一 凡 Tel 十 Tes 十 … 十 my ee， 
因此 
(Tx ,Ty) 一 鼎力 十 bom 二 十 二 (xy)， 
从 而 了 是 正 交 变换 ， 
(3)© (4). 
设 了 在 标准 正 交 基 ee,…',e. 下 的 矩阵 为 4, 即 是 说 ， 
Tey 二 $= 2 


二 二 上 


如 果 Tel,Te:,** ,Te, 是 标准 正 交 基 , 则 4 可 看 成 出 标准 正 交 基 el, 
ez,…,e, 到 标准 正 交 基 Te ,Te:,… ,Te, 的 过 渡 和 矩阵 ,从 而 4 是 正 
交 答 阵 ( 见 8 2)。 反 之 , 若 4 是正 交 矩阵 , 则 


(Te, ,Te,) = ( > jares 9 > ,auel) 
kr 


fc 


负 
> ab 


1 当 i=】 
到 ， 当 ;i 天 7 
最 后 一 步 是 因为 474 二 8 (4 为 正 交 和 矩阵 ), 这 里 i,j 二 1,2,… ,2。 这 
证 明 Te ,Te,,… ,Te, 是 标准 正 交 基 。 定 理 证 毕 。 
例 1 设 了 是 欧 氏 空间 Bi 的 线性 变换 ， 
Te czyecs) = (62 ,63,61) 
对 任 一 (61 ,62,63) ER 成立, 试 证 明 7 是 正 交 变换 . 
证 明 设 x= (es)E 及 ， 由 定理 1， 我 们 只 须 证 明 
iITx| 二 ix|。 由 于 
(Tx,Tx) =((é,,63,61), (6 ,63,61)) 
=6 十 6 十 双 
es 
由 此 即 得 |7x|= |x|。 
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例 2 1) 设 7 是 内 积 空间 Vv 的 一 个 线性 变换 .证 明 :7 是 正 交 
变换 的 充 要 条 件 是 :7 保持 任意 两 向 量 x,y 的 距离 不 变 , 即 
|Tx — Ty| = |x — y|. 
2) 问 :内 积 空间 的 保持 距离 不 变 的 变换 是 否 一 定 是 线性 变 
换 ? 
证 明 1) 设 7 是 正 交 变换 , 则 7 了 保持 向 量 的 长 度 不 变 。 从 而 


|?x 一 7?y| 一 |7(x 一 y) = |x 一 ?|。 
反之 , 设 对 任意 问 量 x,y 有 
[Tx —.Ty| = lx — y|,: 


则 取 y==9 便 有 |7Tx|= |x|。 RE 故 了 为 正 交 变 
换 。 
2) 不 一 定 定 。 设 > x 为 V ;中 菜 一 固定 非 零 向 量 ， 又 令 
Tx 三 x 十 xo， (对 任意 x EV) 
则 7 是 V 的 一 个 变换 ,并 保持 任 二 向 量 的 距离 不 变 。 
[7x — Ty| = [Cx 十 xo) 一 《〈? 十 xo) | 和 |x 一 y] 。 
但 是 ,7 显然 不 是 线性 变换 (?) 。( 从 而 也 不 是 正 交 变换 。) 
例 3 设 7 是 内 积 空 间 v 的 一 个 变换 , 证明: 如果 7 保持 问 量 
的 内 积 不 变 , 即 
(Tx,Ty) 一 ee xy y 
则 7 一 定 是 线性 变换 ,因而 是 正 交 变 换 。 
证 明 先 证 : 了 (x 十 y) 一 7x 十 7y。 由 于 
(T(x 十 y) 一 Tx 一 Fy,T (x 二 y) 一 7x 一 Ty) 
=(7T(x 十 y)， T(x 十 >)) 一 2(7T(x 十 y)， Tx) — 2(T(x 二 y) ,Ty) 
十 (Tx,Tx) 十 (Py,Ty) 十 2(Tx, Ty) 四 
二 (x 十 yyx 十 y) 一 2(x 十 y,x) 一 2(x 十 y,y) 
十 (xyx) 十 (9393) 十 2X09) 
省 - 
因此 
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T(x y) — Tx — Ty = 69, 

从 而 有 T(x 十 y) 二 Tx 十 Ty。 

再 证 : 7(2x) 二 XT7x， (2 为 实数 ) 

同上 述 方法 类 似 ,读者 可 验证 等 式 

(T(Ax) 一 ATx,T(Ax) — ATx) 一 0。 
从 而 有 
T(Ax) — ATx = 90, 

此 即 7T(4x) 二 条 x。 

故 7 为 线性 变换 ,从 而 是 正 交 变换 ， 


$5 友 到 子 空间 的 距离 与 最 小 二 乘法 


定义 1 设 了 是 欧 氏 空间 ， 又 x，yEy7， 则 人 向量 x 一 y 的 长 度 
jx 一 y| 称 为 向 量 x 与 > 的 算 离 ， 并 记 为 上 (<，y) 。 

不 难 验 证 向 量 距 离 的 三 个 基本 性 质 ( 对 任何 x,y,zEV); 

(1) d(x,9)=d(y, x): 

(2) d(x ,2)Cdx,y) dy,%): 

(3) d(x,y) 之 0, 仅 当 x 二 y 时 等 号 成 立 。 

在 初等 几何 里 ,我 们 知道 点 到 直线 (或 平面 ) 上 所 有 点 的 更 离 
以 垂 线 最 得。 我 们 现在 来 证 明 : 欧 氏 空间 Y 的 一 个 指定 向 量 和 一 
个 于 空间 Ww 的 各 个 向 量 间 的 距离 也 以 “ 季 线 和 最短” 

设 玉 二 L(x x1," ,2) ,又 x7 为 一 指定 癌 量 、 首先 易 知 x | 
Wex lx: (t=1,2,.…,E). 设 yEW 且 满 足 条 件 (x 一 y) | WW, 则 对 
任 一 zEW, 都 有 

lx 一 y| 委 |x 一 z|. 
即 是 说 ,向 量 x 到 ff 的 各 个 向 量 间 的 距离 以 “ 季 线 "|x 一 "| 最 短 。 
下 面 来 证 明 这 不 等 式 。 
x 一 5 一 (x 一 y) 十 (y 一 5) ,又 y 一 5 生殖 , 故 (x 一 >) 上 (一 5) 。 
50 


因此 ,有 ( 见 § 1, 例 3): 
[ix— zs|?= lx— yl+ ly— zl|’, 

所 以 有 |x 一 y| 志 |x 一 z|. 

这 个 简单 的 几何 事实 可 用 来 解决 一 些 实际 问题 。 其 中 的 一 个 
应 用 是 解决 最 小 二 乘法 问题 。 最 小 二 乘法 在 系统 理论 中 处 理 最 小 
优化 问题 时 有 重要 的 应 用 。 下 面 我 们 只 是 用 欧 氏 空间 的 概念 来 表 
达 最 小 二 乘法 ,并 给 出 最 小 二 腰 解 所 满足 的 代数 条 件 

设 已 给 不 相 容 线性 方程 组 


4x 一 了 六。 


- 这 里 4 一 (@;;),x:,b = (brs, bs 7 ,X= (ziyzz…yz,)7( 每 个 Ti 都 


是 实 变 数 )。 因 为 这 方程 组 无 解 , 我 们 只 好 设法 找 出 一 组 数 z?,z， 
… ,z+ ,使 平方 偏差 


6 一 之 ， (quzi 十 aizzz 十 … 十 aoz — b.)? 


最 小 .这 组 数 称 为 此 方程 组 的 最 小 二 乘 解 ,这 一 方法 叫做 最 小 二 乘 
法 。 

令 y 一 4x, 则 > 当然 是 个 维 列 向 量 。 上 述 平方 偏差 4 也 就 是 
|y 一 b 上 ,而 最 小 二 乘法 就 是 要 找 一 组 数 21, 式 ,… ,zs ,使 y 与 5 的 距 
离 最 小 、 

设 4 二 (a ,a ,… ,a,) ,a 表示 4 的 第 i 列 ， 则 有 

y= TG 二 T2002 十 十 za。 (1) 
显然 ,yEL(al,as,… ,a,), 故 最 小 二 乘法 可 叙述 为 ; 

求 x 使 |y 一 bl? 最 小 , 即 在 LC(a,as,…,a,) 中 找 一 向 量 y, 使 得 
向 量 b 到 它 的 距离 比 到 子 空间 (a ,ez,… ,a,) 中 其 他 向 量 的 距离 
都 短 。 

由 本 节 开 头 所 讲 的 结论 , 若 (1) 式 的 y 为 所 求 的 向 量 , 则 向 量 

c=b— y=bt— Ax 
必须 垂直 于 子 空间 LCa saz，… ,4) ,为 此 必须 而 且 只 儿 
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(cc ) 一 (Cc, C2) PS 《cy Co ) 0 . 


这 条 件 相当 于 
Gee 0 ec 0 ead. 
这 组 等 式 相 当 于 
A'(b — Ax) = 0, 
亦 即 


474x = A'b. | 
这 就 是 最 小 二 乘 解 所 满足 的 代数 方程 。 它 是 一 个 线性 方程 组 ,系数 
矩阵 为 44, 稍 数 项 是 列 癌 量 45。 

例 用 最 小 二 乘法 解 方程 组 : 


zl 十 zz 一 
z! 十 zs 一 2 
zi 十 zz 十 zs 一 0 
Xi 十 2z 一 23 一 一 :| 
由 于 
1 1 0 ] 
1 1 1 1 
] 0 1 2 
A= ae | 0 ,i 2 1, 忆 二 
1 1 ! 0 
0 1 1 —1 
.| — 1 
所 以 


4 4 1l T! | 2 | 
474x = ! 6 一 | a 一 - : 一 475 。 
] Fe 1 3 La 3 


于 是 求 得 最 小 二 来 解 为 
”17 13 
7 一 6 9 
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86 复 内 积 空间 ( 百 空 间 ) 


以 上 几 节 讲 的 是 内 积 定义 为 一 个 实数 的 实 内 积 空 间 , 当 它 是 
有 限 维 空间 时 ,我们 也 把 它 叫 作 欧 氏 空间 .虽然 实 内 积 空间 的 理论 
已 在 许多 问题 上 扮演 着 重要 角色 ,但 是 这 还 不 足以 解决 所 有 的 问 
题 , 复 内 积 空 间 的 引入 才能 弥补 这 一 不 足 。 在 矩阵 分 析 的 应 用 中 ， 
复 内 积 空间 用 途 是 很 广 的 ， 

复 内 积 空间 是 实 内 积 空间 的 推广 ,许多 概念 、 结论 及 证 明 方 法 
都 与 以 上 所 讲 的 相 类 似 , 因 而 在 这 一 节 我 们 不 打算 作 详 细 的 讨论 ， 
不 必 作 类 似 性 的 重复 . 

定义 1 设 了 是 复数 域 C 上 上 的 线性 空间 ， 如 果 对 上 中 任意 两 
个 向 量 x,y 都 有 一 个 复数 ( 记 作 (x,y)) 与 它们 对 应 , 且 满 足下 列 各 
个 条 件 , 则 复数 (x,y) 称 为 x,y 的 内 积 : 

(1) (x,y)=(y,x); 

(2) Ce 

(3) (x+y,%)=(x,2)+ (yy,%); 

(4) (xx) 之 0, 仅 当 x 一 8 时 等 号 成 立 。 
而 V 就 称 为 复 内 积 空间 ,或 盏 空间 。 这 里 的 x,y,% 是 V 中 任意 向 
量 ,: 是 任意 复数 。 又 (yx7) 表 示 (y,x) 的 共 罗 复 数 。 

注意 ,内 积 定义 中 的 条 件 (1) 保 证 (x,x) 是 实数 。 又 若 条 件 (1) 
不 作 这 样 规定 ,而 仍旧 用 实 内 积 空间 定义 中 条 件 (1) 的 规定 ,就 可 
能 会 出 现 x 关 9 但 (x,x) 二 0 的 情形 ,比如 在 下 面 的 例子 中 , 取 x= 
(3,4,5i) 又 in 十 6m: 十 … 十 6nD。 .就 会 发 后 这 种 情形 四 

例 1 在 " 维 线性 空间 C" 中 ,如 果 对 CC 中 任 二 向 量 x=(&， 
ez) Y=) ,定义 

(xyy) = EW 二 Dz 十 十 各 
则 容易 验证 (x,y) 满 足 内 积 定义 各 条 件 , 从 而 0 构成 一 酉 空间。 
注意 西 空间 C" 的 上 述 内 积 定义 又 可 简写 为 : 
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(xy) = XY 。 
这 里 x,y 均 为 行 向 量 , 表示 y 的 共 固 转 置 。 又 当 x,y 为 列 向 量 
时 , 则 有 (x,y) = 二 wx。 这 种 写法 以 后 是 经 常 使 用 的 ， 
在 这 个 例子 中 ,车 定义 (x,y) 二 nh 十 2 十 … 十 Emm, 则 内 积 
定义 的 条 件 (2) 便 不 满足 ， 
在 在 西 空间 中 ,内 积 具 有 下 列 基本 性 质 . 
(1) (x,hy)= h(x,y); 
(2) (x,y 十 5) = (x,y) (x,2); 
(3) (x,0)= (98,y)=0. 
这 些 性 质 与 实 内 积 空间 的 情形 类 似 , 证 法 也 类 似 , 故 不 重复 。 
在 酉 空间 中 ,向 量 x 的 长 度 也 定义 为 
|x| = WCx,x) 。 
虽然 , 当 (x,y) = 二 0 时 也 称 向 量 x,y 为 正 交 的 ,但 在 西 空间 中 不 再 
定义 向 量 间 的 夹 角 , 因 为 向 量 的 内 积 一 般 是 复数 。 又 者 x,yEC* 
( 见 例 1), 则 有 
lx| = VE 十 … 十 | 一 YI 十 十 | 
在 实 内 积 空间 中 ,我 们 曾 得 到 (C. -S. ) 不 等 式 |(x,y) | 二 
|x1。|y| .这 不 等 式 在 酉 空间 中 仍旧 成 立 ,而 且 等 号 也 是 当 且 只 当 
x,y 线性 相关 时 成 立 .我 们 来 证 明 这 个 事实 。 设 *,y 为 西 空间 了 中 
任 二 向 量 ,2 为 复数 , 则 
(x 一 Myx 一 和 jy) 之 0， (1) 
展开 即 为 : 
(xx) 一 和 (xy) 一 和 (xy) 十 02 (yy) 之 0 。(2) 
若 >=0, 则 我 们 想 要 建立 的 不 等 式 
[C(x,y) |e [|x| |y| 


显然 适合 ,因为 它 的 两 边 都 是 零 。 故 设 > 天 9， 现 用 数 习 225 来 代替 


不 等 式 (2) 中 的 2, 且 用 正 数 (>,y) 来 宁 不 等 式 的 各 项 , 便 可 得 出 
54 


《xx)(y9 23) 一 (xy) (XIy) — (X89) (xy) 十 (xy) (xy) 之 0， 
或 


(xyy) (xy) 委 (x,x)(y,y), 


即 |(x,y)| < |x|. jy|. (3) 
这 就 是 酉 空间 中 的 (C. -S. ) 不 等 式 。 如 果 x,y 线性 无 关 , 则 x 一 和 
关 9, 因 而 (1) 式 为 严格 不 等 式 
(x — Ayx— A455)> 0, 
从 而 (3) 式 也 是 严格 不 等 式 \ 
(xo9) | < jxj。jyl 。 
如 果 x,> 线性 相关 ,例如 ,x=29, 则 
|(x,y)| = TOM) | 一 1 y) = lz}. jy 。 
这 已 完成 了 我 们 的 证 明 。 
对 于 例 1 的 西 空间 C 的 内 积 , 则 (C. -S. ) 不 等 式 为 
VT VT 
应 用 上 述 (C. -S. ) 不 等 式 ,我 们 又 可 以 证 明 : 在 机 空间 中 ,不 等 
式 
js+y|< ix|l+ jy| 
也 成 立 。 . 
事实 上 ,我 们 有 
(x+ yl?=(x+y,x+y) 
一 (xx) 十 (xy) 十 (xyy) 十 (yy) 
一 (xx) 十 2Rel(x,y) 十 (yyy)， 
其 中 Re(x,y) 为 (xy) 的 实 部 ,四 
Re(xwoy) 二 | ci & lxl slyl, 
所 这 : 
lx + yP ea [|x +2lx|l: ly + ly = Cx| + |y|)’, 
于 是 有 |x 十 yl 二 |x| 十 1y1。 
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在 本 空间 中 也 可 以 定义 正 交 基 和 标准 正 交 基 ; 正 交 组 线性 无 
关 , 从 正 交 组 出 发 去 构 作 维 酉 空间 的 一 组 正 交 基 的 正 交 化 过 程 ， 
在 西 空间 中 仍然 成 立 。 

容易 证 明 , 在 * 维 西 空间 V 中 ,在 标准 正 交 基 el,e;,…,e. 下 
任 二 向 量 

X 一 人 el 十 eer 十 … 十 ce， 
y 一 miel 十 fhez 十 十 We 
的 内 积 (x,y) 可 表示 成 : 
(xy) = Gi 十 201 十 十 如。 
将 正 交 变换 的 概念 推广 到 酉 空间, 便 有 
定义 2 若 7 为 酉 空间 『 的 线性 变换 ， 且 对 任何 wel 都 有 
(Tx,Ty) = (x,y), 

则 7 了 称 为 了 的 百 变换 。 即 ， 西 空间 的 西 变换 ， 是 保持 任 二 -向 量 内 积 
不 变 的 线性 变换 . 

同 正 交 和 矩阵 ( 实 和 矩阵 ) 相 类 似 , 对 复数 和 矩阵 亦 有 相应 的 概念 : 

”定义 3 车 4EC*, 且 4*4 王 44 二 8, 则 4 称 为 看 起 阵 , 这 里 

4 是 4 的 共 罗 转 置 。 

当 4 为 实 矩 阵 时 , 西 甜 阵 4 也 就 是 正 交 和 矩阵. 

同 实 内 积 空间 的 情形 一 样 ,我 们 可 以 证 明 下 述 定理 ， 

定理 1 设 了 是 * 维 酝 空 间 7 的 线性 变换 , 则 下 列 各 公 题 互 
相等 价 : 

(1) 7 是 酉 变换; 

(2) 7 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 中 xEV 时 ,都 有 |7x|= |x|j， 

(3) 若 C1029 932 是 V 的 标准 正 交 基 , 则 Te Tez…… ,Te, 也 
是 V 的 标准 正 交 基 ; 

(4) 了 在 任 一 标准 正 交 基 下 的 和 玫 阵 是 本 矩阵。 

其 证 明 与 84 定 理 1 相仿 , 效 不 更 述 。 

本 矩阵 4 具有 下 列 基本 性 质 ; 
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1) 4 的 行列 式 的 模 等 于 1 

2) 4-! 一 4 (4-1)4 一 4 一 (4 ) 一 !; 

3) 4-' 也 是 西 和 矩阵 ,两 个 阶 西 矩阵 的 乘积 也 是 西 矩阵 ， 

4) 4 的 每 个 列 ( 行 ?向量 (看 作 西 空间 C" 的 向 量 , 下 同 ) 是 单位 
向 量 ;不 同 的 两 个 列 ( 行 ) 向 量 是 酉 正 交 的 (在 C 的 内 积 定 义 下 正 
交 )，。 

同 实 内 积 空间 情况 类 似 , 复 内 积 空间 也 有 同 构 的 概念 ,而 且 所 
有 +: 维 复 内 积 空间 都 同 构 ,它们 皆 同 构 于 西 空 间 C"。 因此, 维 线 
性 空间 FR 及, 当 分 别 定义 了 实 内 积 与 复 内 积 后 ,就 成 为 * 维 欧 
氏 空间 与 * 维 西 空间 的 典型 代表 ,两 者 在 应 用 中 都 很 重要 .今后 在 
许多 情况 下 提 及 到 RR 与 0 时 ,都 指 它 们 已 经 是 赋 了 于 了 内 积 的 线 
性 空间 , 即 欧 氏 空 间 与 西 空 间 。 


“$7 正规 矩阵 


有 一 类 和 矩阵 4, 如 对 和 角形 矩阵、 实 对 称 和 矩阵 (4 一 4) 、. 实 反对 称 
矩阵 (4 二 一 4)、 厄 米 特 和 矩 阵 ”(4”=4). 反 捷 米 特 和 矩阵 "(4= 一 
4) . 正 交 答 阵 (474 二 44 二 8) 以 及 西 算 阵 (4*4 二 44* 二) 等 ,都 有 
一 个 共同 的 性 质 ;4”4=44*。 为 了 能 够 用 统一 的 方法 研究 它们 的 
相似 标准 形 ,我 们 引入 正规 矩阵 的 概念 。 

定义 1 设 4EC*x*, 且 4"4=44", 则 称 4 为 正规 埠 阵 。 

容易 验证 ,上 面 提 到 的 几 个 特殊 的 矩阵 都 是 正规 矩阵 .当然 正 
规矩 阵 并 非 只 是 这 些 , 例 如 


eb 


* 这 里 可 算 作 是 尼 区 米 特 矩阵 与 反 厄 米 特 矩阵 的 正式 定义 ， 即 是 说 ,前 者 是 
满足 条 件 4 一 4 的 复数 矩阵 4。 同 理 理解 后 者 ， 
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这 是 一 个 正规 矩阵 , 它 不 属于 上 述 和 矩阵 的 任何 一 种 。 

在 证 明 下 面 的 重要 定理 1 之 前 , 先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 车 el=(q1,a:,… ,a,)” 是 西 空间 和 的 一 个 单位 向 量 , 则 
.存在 一 个 以 e 为 第 一 个 列 向 量 的 丁 人 矩阵 4. 

证 明 因 e 天 6, 故 wm 不 全 为 零 , 设 x* 一 (zzz…z)7EC, 且 
(x”,ef) 二 0。 由 CC" 内 积 定 义 , 得 

G1zl 下 a27? 十 … 十 oz 一 0 (1) 

这 里 e 必 不 全 为 零 。 以 zzz，…z, 为 未 知 数 的 线性 方程 (1) 必 有 
非 零 解 , 且 解 空间 是 4 一 1 维 的 , 设 ,es ，,… ,5 是 它 的 s 一 1 个 线性 
无 关 的 解 向 量 ( 列 向 量 ), 设 施行 正 交 化 .单位 化 后 得 到 标准 正 交 组 
e2,e3，,…,e,, 显 然 它 们 仍然 是 线性 方程 (1) 的 解 向 量 ,从 而 都 与 @， 
正 交 , 所 以 
是 C 的 一 组 标准 正 交 基 , 因此 


= (el ?92223339 ,ee ) 


是 酉 矩阵 .。 证 毕 。 z | 
定理 1 矩阵 4€E Cc**" 为 正规 矩阵 的 充 要 条 件 是 :存在 酉 和 矩阵 
@, 使 得 4 西 相似 于 对 角形 盾 阵 , 即 
| 人 
9 AQ = 0-149 = 人 (1) 
| | 和 
这 里 人 2 是 A 的 特征 值 。 


证 明 ”充分 性 。 设 (1) 式 成 立 , 则 有 


A 


A = QQ 
和 
于 是 有 
A1AL 
44 一 g 和 2 0-: 
入 和 
二 A*A 

所 以 ,4 是 正规 矩阵 。 


下 面 来 证 必要 性 .对 于 一 阶 和 矩阵 ,定理 成 立 , 设 定理 对 4 一 1 阶 
矩阵 已 成 立 ,现在 证 明 对 于 。 阶 正规 矩阵 4, 定 理 的 结论 也 能 成 
立 。 

设 和 4 是 4 的 一 个 特征 值 ,e, 是 4 的 尾 于 4 的 单位 特征 向 量 ， 
4e 一 Mei。 由 上 述 引 理 ,存在 以 。 为 第 一 个 列 向 量 的 本 和 矩 阵 4 . 设 

Q! = (e103,.°° ,0,), 
由 Bb =r!Q, 
= (Qi!e, GTiez, ,QT !e.), 
可 得 gilie =(1,0,.,0)7, z 
又 Qi'AQ! =Q7!(Aei, Aes,** ,Ae,) 
= (AQr'e, Qi !'Aes,*** ,O71 Ae.) 
和 AI b> eve b, | 


0 4% B 
本 B Se 


0 
其 中 B= (bb.), BB 是 n 一 1 阶 方 阵 。 
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设 41= 二 QT!4Q1, 则 有 
Af A = (QT AQI)” » (Qi:AQ) 
= A (OO AQ) 
一 和 4 AQ, ((Q7')” = Q) 
=Q7!AA’Q,; (A*A 一 444) 


同 理 , 有 4 4 一 @ 44201 因此 Af 41 二 hi141, 亦 即 A 是 正规 矩阵 . 


又 因 
sa= (= 
| ] (1) 
Pr BB+B'B 
4 A 2 


”由 于 494i 一 4i4, 故 由 (1 (23 式 右 进 比较 左上 角 元 素 便 有 
A 二 和 和 十 BB， 
因此 Bp* 二 0。 亦 即 : 


(3, :| 一 bb2 i Wb, = 0 。 


UR 
从 而 , 嫉 二 二 … 二 4 二 0, 故 B6 二 (0,0,…,0); 即 8 是 零 向 量 。 攻 由 
(1)、(2) 两 式 又 得 
B*B = BB*, 
即 B 是 % 一 1 阶 正规 矩阵 ,由 归纳 法 假设 存在 % 一 1 阶 本 矩阵 C, 使 
得 
60 


C BC = 


今 
1 0 
WYz 一 L 二 
赚 .@; 是 ” 阶 西 矩阵， 又 8 二 8i8; 也 是 西 矩 阵 , 而 县 
0 A = QF (0 491 ) 0 


ly oo 


-人 
0 OC*BC 
攻 
Z 2 
[48-Q* 4A0| = |Q* (4E-4)Q| 
=|2B — 4|. |@*Q| 
一 | 和) 一 4， 
故 0*40 的 特征 值 5, 和,…, 也 是 4 的 特征 值 。 故 定理 的 必要 性 
得 证 。 证 毕 。 


推论 1 设 4 是 4 阶 正规 矩阵 ,其 特征 值 为 入 ,和 %，,… ,为 , 则 
1) 4 是 厄 米 特 (Hermite) 和 矩阵 的 充 要 条 件 , 是 4 的 特征 值 全 为 
2) 4 是 反 厄 米 特 矩阵 的 充 要 条 件 , 是 4 的 特征 值 为 零 或 纯 成 
数 ; 

01 


3) 4 是 酉 矩阵 的 充 要 条 件 , 是 4 的 每 个 特征 值 和 的 模 | 和 |= 


证 明 
1) 因 4 是 正规 矩阵 ,由 定理 1, 存 在 西 怎 阵 ,使 得 
名 
如 


& AV = ge (1) 
和 人 
对 这 等 式 两 边 取 共 轧 转 置 即 得 
和 
.Cn42d = (2) 
;pm 
车 A 为 尼 米 特 矩 阵 , 即 A5 二 及 , 淹 (2) 式 成 为 : 
| 
(3) 


| 和 


比较 (1) 式 与 (3) 式 , 即 得 和 = 筷 (=1,2……,a)。 因 此 ,4 的 特征 值 
如 yj 和 全 为 实数 。 

反之 ;车 正 规矩 阵 4 的 特征 值 全 为 实数 , 则 有 入 二 hris= 1,2, 
…,a, 这 时 ,由 于 (1) 式 与 (2) 式 的 右边 相等 。 所 以 左边 也 相等 : 

40 = 0 AQ. 

由 于 酉 和 矩阵 是 可 逆 的 , 且 0*=Q@-!, 故 由 上 式 易 得 4 二 4”, 即 4 
为 厄 米 特 和 矩阵 。 

2) 仿照 1) 的 证 法 便 可 证 得 . 

3) 因 4 是 正规 矩阵 , 故 上 面 的 (1) 式 与 (2) 式 成 立 ,将 (2) 式 右 
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乘 到 (1) 式 即 得 


和 I 
"AQ + "ArQ = 人 
入 4 
内 QQ* 二 Q*9 二 B, 故 有 
和 和 
Q* A4*Q = en | (4) 
入 


如 果 4 为 酉 矩阵 , 则 444 二 8, 故 (4) 式 变 为 


2 和 


入 人. 

于 是 ,有 入 和 二 | 和 | 二 1, 即 [|==1 ,Gi 二 1,2,*…,%)。 

反 过 来 , 若 4 pv 

Oo44Q =， 

从 而 44* 二 有 。 由 此 可 得 知 4 是 西 矩 阵 。 证 毕 . 

注意 ,由 于 实 对 称 和 矩阵 是 厄 米 特 矩阵 的 特殊 情形 ， 故 由 推论 1 
得 知 : 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 都 是 实数 。 同 样 地 ,由 于 正 交 矩 阵 是 丁 
矩阵 的 特例 , 故 正 交 矩阵 的 特征 值 的 模 均 等 于 1。 : 

推论 2 ” 尼 米 特 矩 阵 4E Cx* 的 任 二 不 同 特征 值 20,w, 所 对 应 
的 特征 向 量 x,yE C" 是 正 交 的 ， 

证 明 因 =4, 故 由 

Ax=Ax， Ay 二 jy (x,y 关 人 0) 
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的 后 一 式 取 共 辆 转生 便 得 : 
yA= 1y, 
两 边 右 习 以 x* 即 得 
y Ax 一 px 。 
但 y Ax 二 y'(4x) = 和 y*x, 故 由 上 式 便 有 
(一 py x=0. 
但 天心 所 以 yx=0, 即 (x,y)==0, 因 此 x,y 正 交 。 证 毕 ， 

口 注 : 对 于 实 和 矩阵 虽然 亦 可 以 定义 正规 矩阵 ,其 定义 为 : 关 
AE Rx", 且 474= 44", 则 称 4 为 实 正规 矩阵 .但 此 时 一 般 不 能 断言 
4 正 交 相似 于 对 角形 和 矩阵, 即 不 要 以 为 把 定理 1 的 “ 西 ” 字 改 为 “ 正 
交 ?" 两 字 就 可 把 结论 搬 到 实 正 规矩 阵 上 来 。 这 情况 相当 复杂 ,这 里 
不 作 讨论 。 但 是 实 正规 矩阵 的 一 些 特 殊 情 形 ( 如 反对 称 和 矩阵 ,正定 
矩阵 ?的 某 些 结论 ,在 研究 陀螺 系统 的 运动 情况 .弹性 系统 的 振动 
(经 有 限 元 处 理 后 ?及 一 般 保 守 力 系 下 的 小 振动 等 问题 上 却 是 很 有 
用 的 。 口 ] 


$8 厄 米 特 二 次 型 


我 们 在 上 面 已 经 知道 ,着 4ECx… 且 44 王 4( 即 cx 一 os 对 所 有 
1 一 ] 2 成 立 ), 则 4 叫做 厄 米 特 矩 阵 。 它 是 实 对 称 和 矩阵 的 一 
种 推广 . 由 一 wu(G=1,2,……wa) 得 知 厄 米 特 矩阵 4 的 主 对 角 线 上 
的 元 素 全 是 实数 。 
定义 1 若 x= (zz rz)rEC ,又 4= (ou)ECx" 为 厄 米 
特 和 矩阵 , 则 二 次 型 
f(x) 一 Dayziz;, 


即 f(x) =x’Ax, 
称 为 毛 米 特 二 次 型 。4 的 秩 称 为 这 二 次 型 的 秩 . 
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定理 1 厄 米 特 二 次 型 f=x*Ax 经 满 秩 线性 变换 x 一 Cy (CE 
CC 天 0)， 仍 为 龙 米 特 二 次 型 , 且 秩 不 变 ， 
证 明 因 
f(z) =x’Ax 
=(Cy)*AC(Cy) 
=y*(C*AC)y = y'By. 
这 里 B=C*4C 也 是 龙 米 特 矩 阵 ,因为 
B* 一 (Ch4C) 放 一 Ch4 (CC ) 
= AC =B. 
又 显然 8 的 秩 等 于 4 的 秩 , 故 fi(y)=y*By 也 是 厄 米 特 二 次 型 , 且 
秩 与 f(z) 相同。 证 举 。 | 
因为 每 个 尼 米 特 二 次 型 完全 被 它 的 系数 矩阵 一 一 尼 米 特 矩 阵 
所 确定 ,所 以 研究 厄 米 特 二 次 型 后 研究 尼 米 特 矩 阵 是 相当 的 . 尼 米 
特 二 次 型 经 过 变量 代 换 ,系数 矩阵 的 变化 如 定理 1 证 明 中 所 给 出 
的 ,我 们 称 和 矩阵 4 与 矩阵 B==C*4C 是 厄 米 特 相 合 的 。 所 以 ,一 个 万 
米 特 二 次 型 经 满 秩 线性 变换 x=Cy 化 为 标准 形 


fily) = Dbiyiy 
Sum y 


的 问题 ,就 相当 于 和 矩阵 4 与 矩阵 
bi 


尼 米 特 相合 的 问题 ， 
由 上 节 定 理 1 及 推论 1, 即 知 : 
每 个 尼 米 特 矩 阵 4EC"**, 都 存在 酉 矩阵 QEC"*', 使 得 4 西 相 
似 于 对 角形 矩阵 : 
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加 
9 409 = 0 .49 = 
\ 和 

也 就 是 4 万 米 特 相 合 于 对 角形 矩阵 ,这 里 入 (= 二 1,2,… ,rn) 都 是 实 
数 ,它们 是 4 的 全 部 特征 值 。 

对 上 述 的 酉 矩阵 8, 作 空间 C 的 线性 变换 

x 二 Qy，(y 为 0" 中 列 向 量 ) 
现 证 明 这 是 个 本 变换。 设 yz 为 C 中 任 二 列 向 量 , 则 由 酉 空间 0 
内 积 定 义 及 O48 一 8 可 得 : 
(Qy,0%) = (Q%)Qy 
一 000y 
一 2%ey = (y,%) 。 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 
- 转换 成 二 次 型 的 语言 ,我们 便 有 : z 

定理 2 每 个 厄 米 特 二 次 型 f 二 x*4x, 都 可 用 某 个 西 变换 x= 

Qy(9 是 酉 矩阵 ) ,使 其 化 为 标准 形 : : 
f = Nyy 十 jayzyz 十 … 十 和 Ynys， 

其 中 多, 加,… ,入 是 4 的 特征 值 . 

例 1 化 龙 米 特 二 次 型 

ff 一 zz 一 izzzl 十 zzl 十 izizz 十 2izazz 十 zizs 一 2iz27 
为 标准 形 。 

解 ”这 二 次 型 的 矩阵 为 


1 ? 
二 
2 
又 128 一 4| 一 入 一 居 一 62, 故 4 有 相 异 特征 值 : 
和 一 0,j2 一 3, 和 一 一 人。 
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相应 的 特征 向 量 为 ， 

zi 一 (2 一 1)7， 已 一 (1)7， 四 一 (0 ， 一 2)7。 
因 4 是 厄 米 特 矩阵 ,由 上 节 的 推论 2, 这 些 特征 向 量 是 两 两 正 交 
的 。 再 将 它们 化 为 单位 向 量 : 


1 
el 二 -一 一 一 5 9 @? 


1 1 
vv V3 
注意 , 这 里 计算 问 量 的 长 度 时 , 是 把 这 向 量 视 为 西 空间 C0? 的 向 量 
并 按 0 的 内 积 来 计算 的 ， 如 
lal= Vea) = VE+i (一 站 十 (一 1 = V6. 
以 e，e:，es 作为 列 向 量 构 成 矩阵 


t2 9 es ee 53 。 


[2 
二 和 0 | 
1 1 
Ue A 
= 
/AR V3 vo 


为 本 矩阵 。 作 西 变换 x=Qy (y= (¥1， yz y3)”)， 则 有 标准 形 ， 
f = 3 一 2838: 。 
”注意 , 出 定理 2 可 知 , 对 每 个 龙 米 特 二 次 型 了 一 达 4r, 都 存在 


满 秩 线性 变换 x 一 Qy, 使 其 化 为 标准 形 7 一 2 和 yj:， 且 系数 % 为 
4 的 特征 值 ，;=1，2，…，m。 

定义 2 若 对 任 一 天 9， 契 米 特 二 次 型 了 = x'4x 踢 为 正 
( 负 ) 数 ， 则 称 它 是 正 ( 务 ) 定 的 ,这 时 厄 米 符 延 阵 4 也 称 为 正 ( 负 ) 
定 的 ; 若 了 恒 不 为 仙 ( 正 ? 数 , 则 了 叫做 半 正 ( 负 ) 定 的 ,相应 地 4 也 
叫做 半 正 ( 负 ) 定 的 。 

定理 3 厄 米 特 二 次 型 一 埃 hx 为 正定 的 充 要 条 件 ,是 4 的 
特征 值 全 为 正 数 。 
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证 明 由 定理 2. 经 过 满 秩 线性 变换 x=@y(& 为 西 矩 阵 ),7 
化 为 标准 形 


f Se > 


v2, 是 4 的 特征 值 . 当 x 关 0, 则 y 关 9. 故 当 A 的 特征 值 全 
为 正 数 时 , 便 有 了 0， 

必要 性 。 设 f 为 正定 ,假如 在 上 面 的 标准 形 中 ,有 一 个 4 志 0、 
如 果 取 非 零 回 量 

x 二 (0.….0,1.0,…,0)” ( 仅 第 i 个 分 量 为 1) 

时 , 则 有 了 = 入 0, 这 与 了 为 正定 相 了 矛盾 ， 证 毕 . 

失 亿 地 可 以 证 明 ; 

厄 米 特 二 次 二 x* hx 为 半 正 定 的 充 要 条 件 , 是 A 的 特征 信 
0 G=1,2,%,n), 

不 难 证 明 .， 

定理 4 若 4 为 厄 米 特 件 降 , 则 下 列 两 个 条 件 中 的 首 何 一 个 、 
都 是 4 为 正定 找 伐 的 充 要 条 件 : 

(1) 存在 满 秩 竹 阵 C, 合 得 C4C 二 =; 

(2) 存在 满 秩 矩阵 8, 使 得 4=B*B， 

此 外 ,与 卖 一 次 型 的 情形 一 样 ,用 妇 纳 法 可 以 证 明 ( 证 略 ) 下 述 
定理 : 

定理 5 厄 米 特 二 次 型 了 =x*Ax 为 正定 的 充 要 条 件 , 是 4 的 
各 阶 顺 序 主子 式 大 于 零 ， 

最 后 我 们 来 证 明 一 个 关于 把 两 个 二 次 型 同时 化 为 标准 形 的 定 
理 . 它 在 微 振动 理论 中 是 有 用 的 ， 

定理 6 设 

i 
J 人 全 1 
是 两 个 龙 米 特 二 次 型 .日 9 一 xsjpx 正定 。 则 存在 满 秩 线性 变换 
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x 一 Cy, 使 这 两 个 二 次 型 同时 化 为 标准 形 : 
f= 之 /入 及 | ，9g = >, lyl’. 


ti | 
这 里 为, 生 ,… ,是 方程 148 一 4| 二 0 的 根 ， 
证 明 因 8 为 正定 尼 米 特 矩 阵 , 故 存在 满 秩 和 矩阵 C,, 使 得 
GT BCT 
对 于 C1, 我 们 考察 矩阵 p==Cf4C!。 由 于 49 二 4, 所 以 
DD” = (CfACI)® = CYA (CH) = C* AC,, 
旭 Dp 也 是 厄 米 特 矩 阵 。 故 又 有 西 扼 阵 C:, 使 得 
C¥DC; =C¥¢ (OY AC 7C， 
六 
人 
令 C=0.0, , 则 
CBC = (CC OC = C$ CF BC, DC。 
C98C, = C#Cy = pj (C, 是 丁 敌 阵 )， 
Ca4C 一 CCCUAC CO， 
和 
” 
一 一 diag(M yy ,和 做 )， 
入 
故 经 满 秩 线性 变换 x 二 Cy, 即 有 : 
= 2 nb’, 0 3 ye 
t= 4 一 | 
[IC*(AB-A)C| 一 120C4BC) -CUM4C | 
= |24B — diag(% ,加 ,AA)|、. 
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即 ， 
2 一 


TeT: cl 1 和 一 4 = 


由 于 {C1 关 0, 故 常数 
a= [cl. Icl¥0. 
因此 


1 — 4| = 二 (4 一 二 


即 是 说 ,前 面 出 现 的 数 2 ,ja,…, 入 是 方程 
128— Al=0 
的 根 。 证 些 。 
定型 6 中 的 为 ,加 ,… ,入 称 为 矩阵 4 相对 于 和 矩阵 有 的 广义 特 
征 值 , 当 有 = 有 时 ,也 就 是 4 的 特征 值 。 
作为 特例 , 当 定 理 6 中 的 两 个 二 次 型 都 为 实 二 次 型 , 且 至 少 有 
一 个 为 正定 ,比如 9 为 正定 , 则 定理 当然 也 是 成 立 的 . 


839 力学 系统 的 小 振动 


现 考察 接近 于 它 的 平衡 位 置 的 ,有 = 个 自由 度 的 不 变 力学 系 
统 的 自由 振动 .这 系统 对 平衡 位 置 的 偏差 是 用 独立 的 广义 坐标 9， 
qz，"* 来 给 出 的 ,而 且 它 的 平衡 位 置 对 应 于 4 一 0 (i=1,2,…， 
n)。 这 时 ,系统 的 动能 可 表示 为 广义 速度 9,(G 一 1,2,……a) 的 二 次 
型 


ce 
7 = Dj gr gs" ,4 ) gqj。 


按照 ds 02 “°° ,da 的 次 数 的 次 序 来 排列 bj (qz … ,4.) 的 系 
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数 ， 
bi(qi ?82 9 3)》 二 b; 十 …， 
而 且 ( 由 于 91,9:,… ,9 为 很 微小 的 偏差 ) 只 保留 常数 项 b, 则 有 : 


7 一 1200 人 (每 个 b= bi) ， (1) 
im 


由 于 动能 常 是 正 的 , 且 只 对 于 等 速度 91= 二 9:==… 二 94. 二 0 时 始 变 
为 零 , 故 二 次 型 (1) 是 正定 的 。 

又 位 能 是 坐标 的 活 数 VU=UV(g,g:,… ,9,)。 不 失 一 般 性 , 取 mn 
一 (0,0,…, 0) 一 0. 同样 地 按 91,9:，… ,4, 的 次 数 的 次 序 来 裂 分 位 
能 ,得 到 : z 


U = Dan Ss Dama + 
因为 在 平衡 位 置 位 能 常 有 国定 的 值 ， 所 以 


信 一 ($= 0 《t+ 一 1,2,. .71) 


而 只 保留 9.(i 二 1,2,…,#) 的 二 次 项 ,于 是 有 
1 = Do, (a = ji) (2) 


因而 ,动能 与 位 能 给 出 了 两 个 二 次 型 (1) 与 (2), 且 第 一 个 是 正 
定 的 , 故 由 上 节 定 理 6, 存 在 满 秩 线性 变换 
q = Oy, (这 时 1* = C7, 见 第 四 章 3 6) 
同时 化 这 两 个 二 次 型 为 标准 形 : z 
7 一 po U = Dt 


hme | 
这 里 ， 
ff = (1.929 9) Wf CN) 
C = (Cj)xs, 


?1 


习 题 二 


1. 设 x*=(e),y 一 (加 ) 是 二 维 实 线性 空间 RR 的 任 二 向 量 , 问 RR: 
对 以 下 定义 的 内 积 是 否 构成 欧 氏 空间 : 

(1) (xy) 一 9 十 5622 十 13 

(2) (x,y) = 5 $2121 

(3) (x,y)= 35 二 3652。 

2. 设 V 是 实数 域 i 上 的 * 维 线性 空间 ,el,e,,…,e, 是 了 的 一 组 基 , 对 V 
中 任 二 向 量 


x 一 ee， y= 人 wei 
sm } 


规定 
(x,y) = 2 ism 

证 明 (x,y) 是 Vv 中 一 种 内 积 ,从 而 V 对 此 内 积 作成 一 欧 氏 空间 。 

3. 在 欧 氏 空间 R' 中 , 求 一 单位 向 量 与 下 列 三 个 向 量 正 交 ， 

(1 CO— 1.D,C1, — 1, ~ 1,.1),(2,1,1,3)， 

4， 设 mva，…a 是 欧 氏 空间 V 的 一 组 向 量 ,证 明 这 组 向 量 线性 无 关 
的 充 要 条 件 是 行列 式 
(a1101) (aaz) …  (〈(oaa) 


(azai) ey “0. ee 0 


(da.01) (qn,02) oo (aa) 


5. 证 明 : 对 任意 实数 oaz，……ve, 下 列 不 等 式 成 立 ， 


Dal < /> a 
6. 设 eer,e: 是 三 维 欧 氏 空间 的 一 组 标准 正 交 基 , 证 明 ， 
Ql = 地 (20 十 20; 一 es)， 
qs 一 本 (2e — e+ 2es), 


a ~ 2o — 2e:) 


也 是 一 组 标准 正 交 基 。 
7. 求 齐 次 线性 方程 组 
2z; 十 z， 一 2 十 ze 一 3rs 一 10 
zl 十 zy 一 723 十 25 一 0 
的 解 空 间 ( 作 为 Rs 的 子 空间 ) 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
8. 设 V 是 * 维 欧 氏 空间 ,a 为 V 中 一 个 取 定 的 非 零 癌 量 , 证 明 : 
(tb 二 {x| (x.a)=0,xEV} 是 V 的 子 空间 ， 
(2) dimV =x—1, 
9、 设 ai,azsas 是 三 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 求 了 的 一 个 正 交 
变换 了 ,使 得 


2 | 
Ta, 一 了 十 2 a 
2 1 2 
Ta, = 了 ai 3 2 十 3。 
10. 证 明 : 欧 氏 空间 中 两 个 正 交 变换 的 乘积 也 是 正 交 变 换 ; 正 交 变 换 的 
逆 变 换 也 是 正 交 变 换 。 
11.， 证 明 : 如 果 一 个 上 三 角 和 矩阵 
0 如 22 12。 
二 。 
0 … 0 co。 
是 正 交 和 矩阵 , 则 4 必 为 对 角形 矩阵 , 且 主 对 角 线 上 的 元 素 os= 士 1 (i=1,2， 
0 。 


12. 证 明 :* 阶 方 阵 4 为 本 矩阵 的 充 要 条 件 , 是 对 任何 行 问 量 xEC" ,都 
有 |x4|==|x|， 
13. 设 P,Q 和 名 为 wm 阶 及 * 阶 方 阵 , 证 明 : 若 mm 十 * 阶 方 阵 


PpP B 
We 
是 西 矩 阵 , 则 P,Q 也 是 西 和 矩阵 , 且 有 是 零 矩 阵 


14. 设 4.8 均 为 厄 米 特 和 矩阵 ,证 明 :48 为 厄 米 特 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 45 
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一 了 4。 
15. 证 明 : 任 一 复数 方 阵 都 可 以 表示 成 龙 米 特 甜 阵 与 反 尼 米 特 抢 阵 之 
和 。 

16. 试 求 一 酉 矩阵 P, 使 P-:4P 为 对 角形 : 


-1 i 0 0 i 1 
i |- 和 |- | 
0 i 一 | 1 0 0 


这 两 个 矩阵 是 正规 矩阵 吗 ? 

17. 证 明 , 两 个 正规 矩阵 相似 (可 等 价 ) 的 充 要 条 件 , 是 特征 多 项 式 相 
同 。 

18. 若 两 个 正规 矩阵 可 交换 ,证 明 它 们 的 滩 积 也 是 正规 矩阵 。 
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第 三 章 ” 算 阵 的 标准 形 与 若干 分 解 形式 


本 章 集中 讨论 数字 和 矩阵、 多 项 式 窍 阵 、 有 理 分 式 窍 阵 的 标准 形 
及 甜 阵 的 者 干 分 解 形式 。 这 是 和 矩 阵 理论 中 一 个 内 容 广 泛 而 又 十 分 
重要 的 部 分 , 它 在 许多 领域 中 都 有 重要 的 应 用 .在 这 里 主要 是 结合 
控制 系统 方面 的 应 用 来 介绍 多 项 式 矩 阵 及 有 理 分 式 矩 阵 的 某 些 内 
容 的 ,而 矩阵 的 QR 分 解 、 奇 异 值 分 解 等 在 数值 分 析 及 其 他 领域 都 
有 重要 应 用 .对 这 些 应 用 性 较 强 的 材料 ,我们 只 能 给 出 一 个 导 引 性 
的 讨论 ,而 不 能 作 比 这 更 深入 ,更 详尽 的 并 述 了 。 


$1 答 阵 的 相似 对 角形 


本 市 主 要 研究 :一 个 a 阶 矩阵 能 够 相似 于 对 角形 窍 阵 的 充 要 
条 件 是 伐 么 ? 解决 这 个 问题 而 得 到 的 结果 同 牛 面 》 3 的 主要 结果 
一 起 ,构成 矩阵 理论 的 主要 工具 之 一 ， 

设 V 是 复数 域 C 上 的 维 线性 空间 ,7 是 了 的 一 个 线性 变换 ， 
又 elyez,…ee 与 se ,是 V 的 两 组 林 , 从 第 一 组 基 到 第 二 组 
基 的 过 渡 矩 阵 是 P、 则 线性 变换 7 在 这 两 组 基 下 的 矩阵 4 与 B 相 
似 , 即 

B = PA4P., 

自然 会 间 ; 和 矩阵 4 可 否 相 似 于 一 个 对 角形 和 矩阵? 换言之 ,是 否 可 以 
适当 地 选取 第 二 组 基 ye，… ,a, 使 得 线性 变换 7 在 这 组 基 下 的 
矩阵 B 是 个 对 角形 矩阵 呢 ? 下 面 ,我 们 将 逐步 弄 清 这 个 问题 。 

首先 设想 矩阵 4 能 相似 于 一 个 对 角形 卸 阵 , 即 设 
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如 


PAPS | : (1) 
因而 有 
和 
i 
区 
若 把 P 写成 分 块 矩 阵 : 


P = (XL,X,,*",X,.), 
这 里 Xi ,X:,，…,X. 代表 PP 的 4 个 列 向 量 。 应 用 矩阵 乘法 规则 ， 容 
易 验证 
AP = (AX,,AX,,.… ,AX.), 
和 
P . 二 《 罗 XL 加 疾 2，… ,人 关 ,) . 
ee 
故 由 (2) 式 可 得 可 有 
AX, = AX, GG=1,2,n), (3) 
或 
(AR 一 AX:=0 (GG= 1,2,.,n). 
这 说 明 ， 若 4 能 与 对 角形 矩阵 相似 ( 见 (1 式 )， 则 可 逆 和 矩阵 
一 (XXX) 的 每 个 列 向 量 ( 非 零 向 量 )X, 都 满足 (3) 式 ， 
读者 已 经 知道 , 若 4 为 za 阶 矩 阵 , 三 是 z 维 列 癌 量 , 则 满足 方 
程 4X= 和 2X 的 非 零 向 量 XX 称 为 矩阵 4 的 对 应 于 (或 属于 ) 特 征 值 4 
因此 ， dg 当 4 dl 这 


TE ee re 
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(Pi 区 ?的 TEA 来 eth 
2 ea 
AX, = 入 Xi AXe = 和 Xe AX, = AX., 
则 取 P= 二 (X),X;,…: ,入 ,)。 显 然 ,P 为 满 秩 和 矩阵。 再 由 
AP = (AX1,' ,AX,) = (AKXL, KX,) 
和 


\ J 


Pi!AP = 


即 4 与 对 租 形 矩阵 相似 。 

这 样 , 我 们 得 到 了 下 述 定理 ， 

定理 1 设 4€C**, 则 4 能 与 对 角形 矩阵 相似 的 充 要 条 件 ， 
是 4 有 :个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
因为 属于 4 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线性 死 关 ,所 以 我 们 
有 : . 

定理 2《 充 分 条 件 》 痢 " 阶 矩阵 4 有 个 不 同 的 特征 和 值 , 则 4 
可 与 对 角形 矩阵 相似 。 
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这 个 充分 条 件 ,在 许多 情况 下 使 用 起 来 是 很 方便 的 。 
如 何 求 矩 阵 的 特征 值 与 特征 向 重 , 读 者 是 热 悉 的 ,我 们 只 作 如 
下 的 简短 说 明 。 

上 面 已 说 过 , 若 4 为 a 阶 矩阵 ,X 是 维 列 向 量 , 则 满足 方程 
4X=MX 的 非 零 向 量 六 称 为 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 。 我 们 
知道 ,4X=4X 亦 即 

(AE — A)X=0 
有 非 零 解 X 天 9 的 充 要 条 件 ,是 行列 式 

I4E— 4|=0.,， (4) 
所 以 ,4 的 特征 值 应 从 方程 (4) 求 出 , 它 称 为 矩阵 4 的 特征 方程， 
而 矩阵 


一 Qu 一 (a2 fe 入 一 (ns 
称 为 4 的 特征 矩阵 ,又 多 项 式 
f(2) 一 | 和 四 一 4| = 和 如 十 or 十 … 十 oj 六 十 … 十 上 


称 为 4 的 特征 多 项 式 ,这 里 == 一生 /a= 一 tr(4) ,一 (一 1)' 
14|,a 是 4 的 所 有 i 阶 主子 式 的 和 与 (一 1)' 的 腾 积 。 在 复数 域 中 ， 
za 阶 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 必 有 * 个 根 ( 特 征 根 )。 又 tr(4) 叫 4 的 迹 。 

易 知 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 有 相同 的 特征 值 。 

属于 矩阵 4 的 同一 个 特征 值 zx 的 所 有 特征 向 量 连 同 零 向 量 
一 起 ,构成 一 个 线性 空间 VY、 , 称 为 :4 的 特征 子 空间 。 特征 子 空间 
V; 的 维 数 不 超 过 特征 根 加 的 重 数 ( 证 略 )。 

若 7 是 数 域 P 上 。 维 线性 空间 7 的 线性 变换 , 则 满足 Tx== x 
的 非 零 向 量 x 称 为 线性 变换 7 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 由 线 
性 变换 与 矩阵 的 对 应 关系 . 便 知 这 与 4x== ?x 完全 相当 ( 设 7 与 4 
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对 应 )。 因 此 , 当 线 性 变换 了 有 = 个 线性 无 关 的 特征 向 量 时 ,只 要 选 
取 这 组 向 量 为 一 组 基 , 则 显然 了 在 这 组 基 下 的 和 纸 阵 是 对 角形 抵 
阵 , 反 过 来 ,着 7 了 在 某 组 基 eyez……e. 下 的 矩阵 是 对 角形 矩阵 diag 
(jj 办 )， 从 而 Fei 一 Mei(e 一 1, 2 8) 因此 eyezy ye 是 了 
的 x 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 其 实 , 这 就 是 定理 1] 的 另 一 种 说 法 及 
证 法 。 这 证 法 简便 得 多 了 。 
例 1 研究 下 列 和 矩阵 能 否 与 对 角形 矩阵 相似 ; 
5 6 一 3 i 2 2 
pe 0 1 | 2) | 1 :| 
1 2 一 ! 2 2 1 
3 1 90 
4 一 8 一 2 
解 1) 丙 4 的 特征 多 项 式 为 
1 — A| = (4 — 2)(4 — 24 — 2), 
因而 4 有 三 个 不 同 的 特征 值 ， 
hs hl VS,%=1— V3. 
由 定理 2 可 知 4 能 与 对 角形 矩阵 相似 。 又 求 得 相应 的 三 个 特征 向 
量 为 : 


3) 4 一 


3 3 


一 1 一 1} 
2 一 V3 2+ V3 
它们 是 怖 于 三 个 不 同 特征 值 的 ,所 以 是 线性 无 关 的 。 以 它们 为 列 向 
量 作 矩阵 

一 2 3 3 
P= | 1 一 } — 1 


(0 2—~- V3 2+VvV3 


六 |! 一 1 XX! 一 入 3 一 


并 求 得 
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一 1 | 一 3 0 
1 V3 2V3 V3 
pl2t ss it ss | 
1_V3 |_2V35 /3 
2 3 3 6 
县 有 
2 
P-14P = 1+ V3 z / 
1 3 
2) 特征 多 项 式 为 
| 和 7 一 4|1= (2 十 1)2(02 一 5) ， 
故 特征 值 为 


四 二 加 二 一 1( 二 重 根 ),% = 5 
又 求 得 属于 特征 值 一 1 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 
Xi = (1,0, — 1)", Xs = (0,1, — DT。 
而 特征 值 和 %=5 对 应 的 一 个 特征 向 量 为 ; 
> 


0 I 
5 


3) 4 的 特征 多 项 式 为 
[28— A|= (%— 1X(%4+ 2), 
特征 值 为 入 = 和 二 1, 为 = 一 2。 而 对 应 于 特征 值 1 的 一 切 特征 向 量 
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3 
X=KkI—6 K 关 0， 
20 
又 对 应 于 特征 值 一 2 的 一 切 特征 向 量 为 
0 
Y=A ,| 及 天 10。 
] - 
所 以 不 存在 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,从 而 4 不 能 与 对 角形 矩阵 
相似 ， 
例 2 设 


4 6 0 
1- 二 | 
= 0 1 


求 4 的 相似 对 角形 及 4'”，。 
解 ” 由 |48 一 4|== (4 一 1)*(4% 十 2), 得 
入 二 一 2， 加 二 1 (二 重 根 )， 
求 得 对 应 于 为 的 一 个 特征 向 量 XX 二 (一 1,1,1)” ,及 对 应 于 二 重 根 
和 二 1 的 两 个 线性 无 关 特征 向 量 为 : 
X = (— 2,1,0)’,X; = (0,0,1)’。 
因此 可 得 


= 
Pp *AP = | 1 : (5) 
要 
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注意 , 若 取 


P=| 1 0 
下 
则 亦 有 
二 
Pi ‘AP, = 


可 见 P 不 是 唯一 的 ， 
现 来 计算 4%%。 由 (5) 式 得 
一 2 


因此 易 知 


= 才 100 
4100 =—P | 1 p-! 


Ti 
E 


_ 2100 十 2 > 2101 十 2 
2100 四 1 2101 二 
pA .2 
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82 候 阵 的 约 当 标准 形 


由 上 节 看 到 ,并 非 每 个 矩阵 都 可 以 相似 于 对 角形 矩阵 的 , 当 甜 
阵 4= (a)EC"**' 不 能 和 对 角形 矩阵 相似 时 ,能 否 找到 一 个 构造 比 
较 简 单 的 分 块 对 角 和 矩阵 和 它 相 似 呢 ? 当 我 们 在 复数 域 C 内 考虑 这 
个 问题 时 ,这 样 的 矩阵 确实 是 存在 的 ,这 就 是 约 当 (Jordan) 形 和 矩 
阵 , 它 称 为 矩阵 4 的 约 当 标准 形 。 在 矩阵 分 析 及 其 应 用 中 ,和 矩阵 的 
约 当 标准 形 都 是 重要 工具 ,但 其 理论 推导 ,往往 都 十 分 繁复 ,所 以 
我 们 在 这 里 只 作 扼 要 介绍 。 

设 4=()EC2 ,8 一 4 是 4 的 特征 矩阵 ( 见 上 节 ), 暂 用 4 
(4) 来 记 它 ，。 

定义 1 4(4) 中 所 有 非 等 的 级 子 式 的 首 项 (最 高 次 项 ) 系 数 
为 1 的 最 大 公 因 式 D.(%) 称 为 4(4) 的 一 个 上 级 行列 式 因子 ,k=1， 
2 ,n 

由 定义 可 知 :D.(2) 王 138 一 4| 。 又 因为 D.-1(%) 能 整除 每 个 一 
1 级 子 式 , 从 而 可 整除 每 个 上 级 子 式 ( 将 大 级 子 式 按 一 行 或 一 列 展 
开 即 知 ), 因 此 D_ (2) 能 整除 DC2) ,并 记 为 六 -2)1DCA) (k= 
2 ,3,.… ,1), : 

定义 2 下 列 的 "个 多 项 式 


4 一 局,( ne A 
.0) _ A 
A 


称 为 4(2) 的 不 变 因 式 。 en 
相同 的 一 次 因 式 的 方 舌 的 乘积 " ,所 有 这 些 一 次 因 式 的 方 窜 ( 相 同 


* 我们 是 在 复数 域内 讨论 的 ,这样 的 分 解 是 可 能 的 。 
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的 必须 按 出 现 次 数 计算 ), 称 为 4(2) 的 初级 因子 ， 

由 于 这 里 的 4(2)? 一 28 一 4 完全 由 4 决定 ,所 以 这 里 4(2) 的 不 
变 因 式 及 初级 因子 ,也 常 称 为 矩阵 4 的 不 变 因 式 及 初级 因子 。 

例 1 求 矩 阵 


“32 
A= 
1 
2 
的 不 变 因 式 及 初级 因子 ， 
解 因为 4 的 特征 矩阵 为 
2 十 1 
人 入 和 和 2 
A(%) = AB— 4A= ed 


所 以 4(%) 的 行列 式 因 子 为 : 
DC) 一 | 和 四 一 4| 王 (入 一 1(02 一 4)， 
D3(%) =D(4) = DG) 一 1; 
不 变 因 式 为 : 

(2) =D(4) = 1,d(02) 一 由 (2) = 1， 

Qh) =D /DN) 一 (2 一 1)0 十 1)02 一 23(4 十 2)。 
而 次 数 大 于 和 堆 的 不 变 因 式 只 用人 kj) , 故 由 定义 可 见 4 的 全 部 初级 
因子 为 : | I 
站 一 12 十 1,4 一 2 十 2。 

例 2 设 
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a 
4 一 | 《各 个 b; 区 0) 9 
0 。 -0.—1 
a RX 
求 4 的 初级 因子 ， 
解 ” 因 为 
和 A 一 a b) 
4 一 6 
A(4) = AB— A= 
bl 
A 一 人 Xe 
所 以 D.(4)==148 一 4| 二 (4 一 a9)"。 又 因 它 有 一 个 一 1 级 子 式 
bl 0 
bz 
‘ 一 bbz**'b,_1 尖 0 ， 
关 i 


故 D._1(4)==1, 从 而 D._:()=… 二 D1(%) 二 1 于 是 ,不 变 因 式 为 
dW) = dD 一 dN) = dN) = (4 一 
因此 初级 因子 只 有 一 个 ;(4 一 a)"。 


例 3 求 下 列 和 矩阵 的 初级 因子 : 本 
=] 2 < 0 


1 2 0 
2 —] 0 Ll 
1)4=|: 0 2 0| 2)4= / 
a 0 .0 sl 
De i 
z 0 0 2 -1 
解 1) 因 
: py 0 
AW)= EA=| 0 012 一 2 0 
z 2 2 2 十 1 


故 DC%) 二 148 一 4|= 二 (4 一 1)(% 十 1) (4 一 2)。 又 易 得 D:(%) = 二 1, 从 
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而 六 (2) 王 1。 于 是 ,不 变 因 式 为 ; 
1,1,《4 一 1)(4 十 1)(4 一 2)， 
而 初级 因子 为 :4 一 1,4 十 1 ,4 一 2。 
2) 写 出 4(4)= 二 48 一 4 的 式 子 ,可 见 
Di(%) 一 | 入 一 4| 


_|2+1 i ++ 全 
一 2 4 十 1 一 2 2 十 1 
又 4(%) 中 有 一 个 三 阶 子 式 为 z 
2 1 0 
4 十 1 0 11== 一 4(4 十 1)， 
0 4 二 1 2 
但 另 一 个 三 阶 子 式 为 
-2 0 1 
0 2+1 2 |= 一 2[G 二 1) 十 人 4。 
0 一 2 A 二 1 


这 两 个 三 阶 子 式 互 素 ( 不 计 常数 因子 ), 故 知 D,( 和 )==1, 从 而 D; (4%) 
二 D.(%)= 二 1。 因 此 ,不 变 因 式 为 : 
1,1,1,[(4+ 1)? 二 48 
=[4— (~ 1+20F. [4 (—1— 2)1, 
所 以 4 的 初级 因子 为 : 
[2 一 (一 1 十 20),[2 一 (一 1 一 2 了]， 
亦 即 (2 十 1 一 22)2，() 十 1 十 20)。 
有 了 上 述 概念 ,现在 来 考虑 矩阵 4 的 标准 形 问 题 。 
设 和 矩阵 4= (oj)Ecx 的 全 部 初级 因子 为 : 
(一 和 00) (一 和 0) 一 六。 
在 这 里 ,入 ,各 ,… ,入 可 能 有 相同 的 ,指数 五 ,k，…, 太 也 可 能 有 相 
同 的 。 对 每 个 初级 因子 (4 一 入 * 构 作 一 个 各 阶 和 矩阵 ( 约 当 块 ): 
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1 入 0 
J, == ] ey (t= 1,2,.,5), 
[VV 
由 所 有 这 些 约 当 块 构成 的 分 块 对 角 和 矩阵 
J 
J: 


y, 
称 为 矩阵 4 的 约 当 形 算 阵 ,或 4 的 约 当 标准 形 。 
现在 我 们 来 叙述 关于 约 当 和 矩阵 的 基本 和 定理 。 
定理 1 每 个 * 阶 复数 矩阵 4 都 与 一 个 约 当 形 矩阵 7 相似 ， 
P-!4P = Ji; 
除去 约 当 块 的 排列 次 序 外 , 约 当 形 矩 阵 7 是 被 矩阵 4 唯一 决定 
的 . 

这 个 定理 用 线性 变换 的 语言 来 说 就 是 ， 

设 了 是 复数 域 上 zx 维 线性 空间 7 的 线性 变换 , 则 在 V 中 必定 
存在 一 组 基 , 使 ?在 这 组 基 下 的 矩阵 是 约 当 形 和 矩阵 ;除去 约 当 块 
的 排列 次 序 外 ,这 个 约 当 形 矩阵 是 被 ? 唯一 决定 的 。 

因为 对 角形 矩阵 是 约 当 形 和 矩阵 的 特殊 情形 , 即 它 是 由 ”个 一 
阶 约 当 块 构成 的 约 当 形 矩阵 。 因 此 我 们 有 : 

推论 “复数 矩阵 4 与 对 角形 矩阵 相似 的 充 要 条 件 , 是 4 的 初 
级 因子 全 为 一 次 式 。 

注意 ,由 于 

128 一 4 =|28—J| 
| 
二 (一 一) 
所 以 约 当 形 矩阵 / 的 主 对 角 线 上 的 元 素 为 ,22,…'7 全 为 4 的 特 
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征 值 ,并 且 和 k==n, 但 由 于 i 尖 j 时 可 能 及 一 为 , 故 和 不 一 定 是 4 
的 重 特征 根 ( 见 下 面 例 5) , 故 一 般 由 矩阵 的 特征 多 项 式 是 不 能 
写 出 矩阵 的 约 当 形 皇 阵 的 。 这 点 常 为 学 生 所 误解 ,请 加 以 注意 ， 
回头 看 前 述 三 例 所 给 矩阵 的 约 当 标准 形 。 
例 1 的 矩阵 4 的 约 当 标准 形 是 
] 
= 
J 
| < 
例 2 的 约 当 标 准 形 为 


1 a 有 XR 


例 3 的 两 个 矩阵 的 约 当 标 准 形 分 别 是 : 


1 
ov-| 一 1 > 


一 1 十 2 和 
D1=| a % 
ee 
下 面 再 举 几 个 例子 ， 
例 4 求 矩 阵 
A 
Nn / 
al 1 2 
的 约 当 标 准 形 及 所 用 的 矩阵 P。 
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解 ”因为 
4 一 2 1 1 
we -| -: 2 十 1 2 
1 一 1 4 一 2 


的 初级 因子 为 (% 一 1), (4 一 1)?, 故 4 的 约 当 标准 形 为 ; 


al 


再 设 P 一 (Xi X2 ; 闫 3)， 由 


P-i4P 一 v/ 
得 
A(X1, Xz, X3) = (X1, Xs, X3), 
于 是 有 
(AX1, AXi, AX3) = (Xi,X: 十 Xs, X), 
即 得 : 


(EC— 4)X, 一 0， 
(及 一 A)X;, =— 入 3， 
(EO— A)X,:, 一 0。 
解 方程 (1) 得 基础 解 系 为 
el 一 (1,1,0)7，e: = (1,0,1)’”., 


1 
(1) 
(2) 
(3) 


我 们 选取 XX, 二 (1,1,0)”。 又 由 于 方程 (3) 与 (1) 是 一 样 的 ,所 以 (3) 


的 任 一 解 具 有 形式 


XX = Clel 十 czez 一 《ci 十 czyci ,C2)7 。 


为 使 方程 (2) 有 解 , 可 选择 ci ,cz 的 值 使 下 面 两 矩阵 的 秩 相等 : 


| 1 1 

E—4= 区 2 2 
1 

这 样 可 得 c= 二 2,c: 二 一 1。 因 而 


ws | ] ] 
区 2 2 


ja 


Ci 十 C2 
Ci 


C2 
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X; = (1,2, — 1)7。 
将 所 求 得 的 X 代入 方程 (2), 并 解 之 便 得 
X: = (1,1,1)", 
易 证 Xi,X:,Xs 线性 无 关 , 故 取 P= 二 (X ,XX;,X,), 即 
1 1 1 
. | 证 


We 中 


便 有 P-!4P=J， 
例 5 求 矩 阵 


的 特征 多 项 式 、 初 级 因子 及 约 当 标准 形 。 
解 ” 易 得 特征 多 项 式 为 
fC02) = 14E— A| = (0 11). (4+ 2), 
并 且 可 以 求 得 不 变 因 式 为 : 
dM) = 1,ds(4) 一 和 2 一 1d() 一 (一 1)02 十 2)。 
故 初 级 因子 为 : 
12 一 1 一 1 十 2， 
因此 约 当 标 准 形 为 对 角形 矩阵. 


1 
-| 1 
9 


例 6 求 线性 微分 方程 组 


dz 
一 一 21 十 zz， 


dz 
一 一 4z 十 3z2， 
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的 通 解 。 这 里 zzzs 都 是 上 的 未 知 函 数 ， 
解 ”这 方程 组 写成 矩阵 形式 为 


dX 
= AX 
其 中 
ed 0 
一 - 4 3 ， 及 一 (ziyzzyzs)7 。 
1 0 2 
(向 量 的 导数 定义 为 每 个 分 量 的 导数 , 见 下 章 ) 
我 们 不 难 求 得 4 的 初级 因子 : 


入 一 2,(A 四 1 
于 是 有 可 道 矩 阵 P= (XI ,XXXs) ,使 得 


1 2 0 0 
re 1 | 
1 1 


0 
由 4P 一 有 7 , 即 有 
《4X ,AX,, AX,;) 一 《2X ,XX， 十 瑟 3， 瑟 3)， 
所 以 有 
AX!I 一 2X| : 
区 一 XX; 十 Xs 
AX, 及; 
求 得 : 


XX 一 (0.0.1)7，,X: (0,1、 1)7,X; 二 人 a ss 


所 以 有 : 
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作 满 秩 线性 变换 
X= 二 PY,， 其 中 了 王 (zy2y 83)7。 
则 有 
dX dy 
所 以 
2 0 0 
dp-iApy = : 1 0|7 
ee 0 1 1 
即 
dy 
dt 
dy, bo 
dt 
一 yz 十 ys 
积分 前 两 个 方程 可 得 
y = ke’, yz = kze', 
将 求 得 的 % 代入 第 三 个 方程 并 积分 它 便 得 
,信守 (kzt 十 ky)e's 
故 微分 方程 组 的 通 解 为 : 
0 0 ] ke 
X= PY 一 : } :| k2e 
] 一 一 1l (kt 十 ks )e' 
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(kzt 十 ks)er 
(2kzt + kz + 2ks)e! 
Kie2 — (kzt 十 ks 十 和 ae 

这 里 ,ks,&; 是 任意 常数 ， 

例 7 利用 约 当 形 和 矩阵 证 明 ; 若 % 阶 矩阵 4 的 特征 值 为 1, 和 ， 
和, 则 和 矩阵 4 的 特征 值 为 知 , 好，…, 入 。 

证 明 设 4 的 约 当 形 和 矩阵 为 


一 一 一 


J 和 
"J J 1 和 
J -一 其 中 J = 1 
J 1 A 
因 J 二 P-!14P, 故 
1" = P-14°P 。 
但 是 我 们 有 
J ry 
J x 久 
i" 一 oe 二 一 
这 关 4 关 人 


显然 J" 的 特征 值 就 是 y 的 特征 值 的 m 次 大 ,而 相似 矩阵 有 相同 的 
特征 值 , 故 4" 的 特征 值 就 是 J" 的 特征 值 , 即 4( 或 了) 的 特征 值 的 
m 次 各 。 证 毕 ， 


$3 哈密 顿 - 开 羔 箱 理 及 矩阵 的 最 小 多 项 式 


在 第 一 节 我 们 给 出 了 和 矩阵 的 特征 多 项 式 , 本 节 将 进一步 给 出 
特征 多 项 式 的 性 质 . 其 中 最 重要 的 就 是 哈密 顿 - 开 莱 定 理 ;我 们 还 - 
将 讨论 另 一 个 重要 的 多 项 式 即 矩阵 的 最 小 多 项 式 , 及 其 与 特征 多 
项 式 的 关系 。 本 节 所 得 到 的 结果 有 重要 的 理论 及 应 用 价值 . 
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定理 1 每 个 z 阶 矩阵 4 都 是 它 的 特征 多 项 式 的 根 , 即 
4 十 4 十 … 十 -4 十 ao 有 三 0( 和 矩阵 ) . (1) 
这 个 定理 称 为 哈密 顿 - 开 莱 (Hamilton 一 Cayley) 定 理 . 因为 f(2) 一 | 
MB 一 4| 一 加 十 or 十 十 2 十 所 以 (1) 式 常 写 成 f(4) 一 0 
(矩阵 ) 
证 明 设 2) 为 28 一 4 的 伴随 矩阵 , 则 
BOGEBE— A)= |AB— AIE = fF, (2) 
由 于 和 矩阵 B(%) 的 元 素 都 是 行列 式 |28 一 4| 中 的 元 素 的 代数 余 
子 式 , 因 而 都 是 的 多 项 式 ,其 次 数 都 不 超过 7 一 1。 故 由 矩阵 运算 
性 质 ,B(%) 可 以 写成 如 下 形式 ， 
: B(X) = -Bo 十 -DI 十 2: 十 B,,， 
这 里 各 个 B 均 为 rn 阶 数字 矩阵。 因此 有 
B(A) (AE 一 4) =%Bo + N21(B, 一 Bo4) 十 … 
十 人 B 一 有 4) 一 了 4 。(3) 


另 方面 又 显然 有 
fOB = XB mtB 二 二 oAB + oaB (4) 
由 等 式 (2)、(3)、(4) 即 得 : 

B=E 
B—BA=aBp 
人 (5) 
B.-1 ~— B.-A = a_ib 
— B.-A= abk 


以 4 ,A A,E 依次 右 乘 (5) 的 第 一 式 , 第 二 式 ,…, 第 n 十 1 
式 , 并 将 它们 加 起 来 , 则 左边 变 成 零 矩阵 ,而 右边 即 为 f(4), 故 有 上 
(4)=0( 和 矩阵 )。 证 毕 。 
注意 ,上 述 证 明了 (4)==0( 和 矩阵 ) 的 过 程 有 时 会 被 人 认为 麻烦 ， 
而 认为 :由 于 f(%) 二 148 一 4|, 所 以 “显然 "有 f(4)==|148 一 4|==0 
(矩阵 )。 这 样 做 对 吗 ? 
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例 1 设 


1 0 2 
0 1 0 
试 计算 9(4) 二 24: 一 345 十 4 十 4 一 48， 
解 ” 因 4 的 特征 多 项 式 为 
f(2) 一 8 一 4 一 和 一 22 十 1， 
我 们 再 取 多 项 式 
9(4) 一 2 和 一 3 和 十 入 十 入 一 4 
以 f(4) 去 除 w(2) 可 得 
9(2) 一 (245 十 442 一 5 和 2 十 9 一 14)FC2) 十 7(4%)， 
这 里 余 式 >(4) 王 24 和 2 一 372 十 10， 
由 哈密 顿 一 开 莱 定理 ,f(4)=0( 和 矩阵 ) ,所 以 
2(4) 一 r(4) 一 2442 一 374 十 108 
—3 48 一 26 
一 | 0 95 一 | 
0 一 61 34 
这 例子 说 明 ,一 个 za 阶 和 矩阵 的 多 项 式 , 如 其 次 数 高 于 z 次 , 则 
应 用 定理 1 可 将 它 化 为 次 数 <x 的 多 项 式 来 计算 。 
一 般 地 说 ,着 p(4) 是 个 多 项 式 ,4 是 个 方 阵 , 如 果 有 mw(4)=0 
(和 矩阵), 则 称 pg(4) 是 矩阵 4 的 过 化 多 项 式 。 显然 ,每 个 方 阵 都 有 和 零 
化 多 项 式 ,因为 它 的 特征 多 项 式 就 是 一 个 ,但 并 不 唯一 。 下 述 零 化 
多 项 式 亦 很 有 用 。 
定义 1 设 4 是 x 阶 和 矩阵 , 则 4 的 首 项 系数 为 1 的 次 数 最 小 
的 零 化 多 项 式 m(%) , 称 为 4 的 最 小 多 项 式 。 
首 项 (最 高 次 项 ) 系 数 为 1 的 多 项 式 , 以 后 简称 首 一 多 项 式 。 
定理 2 和 拖 阵 4 的 任何 堆 化 多 项 式 都 被 其 最 小 多 项 式 所 整 
除 。 
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证 明 设 w(4) 是 4 的 任 一 零 化 多 项 式 , 又 ml(%) 是 4 的 最 小 

多 项 式 、 以 m(%) 除 p(4) 即 得 
op(2) = gh)m(N) 十 7(2)， 
这 里 7《%) 如 不 为 零 时 则 其 次 数 小 于 m(4) 的 次 数 。 于 是 有 
9(4) = 9(C4)m(4) 十 7(4) 。 

因 vp(4)= 二 m(4)= 二 0( 害 阵 ), 所 以 有 7(4)==0( 窍 阵 ), 妈 7(%) 也 是 4 
的 和 零 化 多 项 式 。 如 果 7(%) 半 0, 则 7(%) 的 次 数 二 m(4) 的 次 数 , 这 与 
m(4%) 为 最 小 多 项 式 矛 盾 ,。 所 以 ,只 能 有 7(4) 寺 0, 故 mm(4)|gp( 和 4) 证 
毕 。 

定理 3 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 。 

证 明 大 mm(%) 与 a(%) 均 为 4 的 最 小 多 项 式 , 那 末 每 一 个 都 可 
被 另 一 个 所 整除 ,因此 两 者 只 有 常数 因子 的 差别 .这 常数 因子 必定 
等 于 1, 因为 两 者 都 是 首 一 多 项 式 。 故 m(24) 二 rn()、。 

定理 4 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 的 根 必定 是 4 的 特征 根 ;反之 ， 
4 的 特征 根 也 必定 是 4 的 最 小 多 项 式 的 根 。 

证 明 因 4 的 特征 多 项 式 f(2) 一 |)B8 一 4| 是 4 的 零 化 多 项 
式 , 故 由 定理 2,f(4) 可 被 4 的 最 小 多 项 式 m(4) 所 整除 , 即 mk%) 是 
f(%) 的 因 式 ,所 以 m(2) 的 根 都 是 了 (2) 的 根 。 

有 反之 ,着 是 4 的 一 个 特征 根 , 且 

AX 一 MX， (和 天 0)。 


又 设 4 的 最 小 多 项 式 
m(%) 一 人 十 B2 十 … 十 5 十 0 
则 m(A)X 一 4X + BAIX 二 十 Bi_1AX + BX 
= 
mn(j)X. ; 
由 于 mm(4) 王 0( 和 矩阵 ) ,又 久 獒 9, 所 以 mo) 一 0, 亦 即 M 是 m(2) 的 
根 。 证 毕 。 


这 定理 反映 了 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 之 间 的 重要 关系 。 由 
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此 可 得 到 求 最 小 多 项 式 的 一 个 方法 ， 
设 和 矩阵 4Ec" 的 所 有 不 同 的 特征 值 为 2, 和,…, ,又 4 的 特 
征 多 项 式 为 
7() = |A4B Co— A| = G4 ho) CO 
则 4 的 最 小 多 项 式 必 具有 如 下 形式 : 
Mn) 二 (一 AGC 20) CO A )", 
这 里 每 个 <&ki,i 一 1,2,…，s。 
例 2 求 矩 阵 
”3 2 
| 0 | 


— 1 3 0 


A 二 


的 最 小 多 项 式 m(4)， 
解 ”4 的 特征 多 项 式 为 
f() = | 和 8 一 4| 王 (一 2)2(02 — 4), 
故 4 的 最 小 多 项 式 只 能 是 
m(2) 二 (% 一 2)(4% 一 4), 或 m(2) 一 了 (2)。 


m(4) 二 (4 一 28)(4 一 4F) = 0( 矩 阵 )( 直 接 计算 可 得 )， 
便 知 4 的 最 小 多 项 式 应 为 m(2)=(2 一 2)(2 一 4) 而 不 是 了 7(2) 

下 面 的 定理 5 反 映 了 矩阵 的 最 小 多 项 式 与 特征 矩阵 的 行列 式 
因子 及 不 变 因 式 的 关系 ,并 提供 了 求 最 小 多 项 式 的 男 一 方法 。 

定理 5 设 4 是 n 阶 矩阵 ,D.-1(%) 是 特征 矩阵 28 一 4 的 2 一 1! 
阶 行列 式 因 子 , 则 4 的 最 小 多 项 式 


I28— A| DC 
D1(2) 机 岂 -2) 


这 里 汪 (2) 是 2 一 4 的 第 2 个 不 变 因 式 .。 (证 略 ). 


1m(%) 一 = 4d.(4), 


8 4 多 项 式 矩 阵 与 史密斯 标准 形 


若 和 矩阵 A(4) 一 (qvy(%))mxs。 的 元 素 上 si(2) 都 是 文字 A 的 多 项 式 
(系数 属于 某 一 数 域 P). 则 4(2) 称 为 - 算 阵 ,或 多 项 式 算 阵 、 在 
8 2 中 我 们 曾 讨论 过 它 的 一 个 很 特别 的 情形 . 即 4(2)=48 一 4 为 
数字 和 矩阵 4 的 特征 矩阵 的 情形 .在 这 一 节 , 我 们 将 介绍 一 般 的 多 
项 式 矩 阵 的 基本 理论 。 这 个 理论 在 线性 控制 系统 理论 中 有 着 重要 
的 应 用 ， 

作为 多 项 式 和 矩阵 的 一 种 推广 就 是 有 理 分 式 托 阵 。 以 传递 函数 
描述 方法 为 基础 的 线性 系统 复 频 率 域 理论 ,研究 对 象 为 线性 定常 
系统 ,基本 的 系统 模型 是 传递 函数 矩阵 (有 理 分 式 矩 阵 ) 的 矩阵 分 
式 描述 ,主要 数学 工具 是 多 项 式 窍 阵 理 论 。 采 用 和 矩阵 分 式 描述 ,使 
得 有 可 能 在 多 项 式 矩 阵 理论 的 基础 上 ,建立 起 分 析 与 综合 线性 系 
统 的 -一 整套 比较 简便 和 实用 的 理论 和 方法 .此 外 ,在 线性 系统 理论 
中 ,也 常 使 用 多 项 式 矩 阵 描述 , 它 与 其 他 形式 的 描述 (状态 空间 描 
述 ,矩阵 分 式 描述 等 ) 之 间 , 不 仅 在 形式 上 而 且 在 有 关 的 系统 结构 
特性 上 ,都 可 找到 确定 的 内 在 联系 及 等 价 关 系 。 

若 多 项 式 和 矩阵 4(4) 至 少 有 一 个 r( 之 1) 阶 子 式 不 是 怎 多 项 式 ， 
而 一 切 > 十 1 阶 子 式 ( 如 有 的 话 ) 都 是 零 多 项 式 , 则 称 4(2) 的 秩 是 
r。 零 矩阵 的 秩 定 义 为 零 ， 

例如 ,数字 和 矩阵 4= (a,),x. 的 特征 矩阵 4(2) = 和 2 一 4 的 秩 是 
Rx, 因为 (4)=148 一 4| 不 是 零 多 项 式 ( 至 多 及 个 根 ).， 

一 般 .车 n 阶 多 项 式 和 矩阵 4(%) 的 行列 式 |4(4%) | 不 等 于 等 多 项 
式 . 则 称 4(A) 是 满 攻 的 ( 秩 =>) ,或 非 霖 异 的 。 如 果 存 在 多 项 式 逢 
阵 B( 和 ) ,使 得 

ACOWBCA) 一 有 02)4(A) = EE. (1) 
则 称 4( 和 ) 是 可 过 的 .或 称 4(%) 是 单 模 埠 阵 . 这 里 为 % 阶 单位 矩 
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阵 。 
与 数字 矩阵 的 证 法 一 样 ,满足 (1) 式 的 B(2) 是 唯一 的 ,并 记 为 

A-!(4%), 它 称 为 4()) 的 逆 和 矩阵 。 

定理 1 x 阶 多 项 式 和 矩阵 4(2) 可 六 的 充 要 条 件 , 是 4(4%) 的 行 
列 式 等 于 非 零 常数 :14(4)|=c 关 0 

证 明 设 4(X) 可 道 , 则 有 多 项 式 窍 阵 B(%), 使 得 (1) 式 成 立 ， 
从 而 有 

14(2)|。1B(C) 1 = 1E|=1. 

故 14(4)| 与 18(%) 1 只 能 是 等 次 多 项 式 , 且 不 等 于 零 ( 数 ), 所 以 当 4 
(4) 可 道 时 ,|4(2%) | 必定 等 于 某 个 非 零 常数 c。 

反 过 来 , 若 14( 和 |==c 关 0, 则 易 知 4(4) 可 道 , 且 其 道 窍 阵 为 


4-100 二 芋 4* (1)， 


这 里 4* (4%) 是 4(2) 的 伴随 矩阵 。 证 毕 。 
由 这 个 定理 可 见 , 在 多 项 式 抢 阵 中 , 满 秩 抢 阵 未 必 是 可 逆 的 ， 
如 上 面 提 到 的 特征 矩阵 %*8 一 4 虽然 满 秩 , 但 不 可 道 。 可 道 ( 单 模 ) 
的 要 求 更 高 了 。 这 与 数字 矩阵 是 不 同 的 ， 
例 1 多 项 式 矩 阵 
ee 
和 2 十 3 和 2 十 5 十 1 
入 十 1 入 十 3 ] 
和 2 十 32 十 2 入 十 5 十 6 
中 ,4(4) 是 可 逆 的 ,而 B(2) 是 不 可 道 的 ,因为 
A de 有 | 二 0 ， 
定义 1 下 列 运 算 , 称 为 多 项 式 矩 阵 4(4%) 的 初等 变换 : 
(1) 互 换 4(4) 的 任意 两 行 ( 列 ); 
(2) 以 非 零 的 数 c(EP) 乘 4(4) 的 某 一 行 ( 列 ); 
(3) 以 多 项 式 p(4) 习 4(%) 的 某 一 行 ( 列 ) 并 加 到 另 一 行 ( 列 ) 
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BC) 一 [ 


上 。 

由 单位 矩阵 万 经 过 一 次 上 述 初 等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 
矩阵 容易 验证 ,初等 矩阵 都 是 可 逆 的 , 即 它们 都 是 单 模 挎 阵 , 事 实 
上 , 若 用 BGi,7) ,BCGi(c)),E(i,gp(%) 站 分 别 表示 由 单位 矩阵 如 互 换 
i, 两 行 ( 列 ); 第 i 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 常数 c; 第 ; 行 ( 列 ) 乘 以 多 项 式 
gp(4) 并 加 到 第 i 行 ( 列 ) 上 所 得 到 的 初等 矩阵 , 则 有 

[BG,)| =— 1,|1EG(c))| = cA 0, |B(Gi,g(4))| =1. 

且 可 以 验证 
EG := BONDSEG(C)) 一 BC !)); 
hCGi,gp (4) = EG, — yg(4))) 。 

与 数字 和 矩阵 的 情形 一 样 , 可 以 证 明 ; 对 一 个 多 项 式 和 矩阵 4C%) 
进行 一 次 初等 行 ( 列 ) 变 换 , 相 当 于 用 一 个 相应 的 初等 矩阵 左 ( 右 ) 
乘 和 矩阵 4(4)， 

定义 2 多 项 式 矩 阵 4(2) 称 为 与 多 项 式 矩 阵 BC(%) 等 价 , 如 果 
经 过 有 限 次 初等 变换 能 把 4(4) 化 为 8(2)。 

当 4(2) 与 BC2) 等 价 时 ,就 记 为 4) 兰 B(A) 。 

容易 验证 ,多 项 式 矩 阵 的 这 一 等 价 定义 ， RR 

1) 自 反 性 ”4(4) 宇 4(4)， 

2) 对 称 性 ”4(2) 宇 B(4) 二 BC(4%) 宇 4(4)、 

3) 传递 性 ”车 4() 衬 B(4), 且 8B(4) 衬 C(%)， 

则 4(4) 实 C(%4)， 
简 言 之 ,4(%) 衬 8B(%) 是 一 种 等 价 关系 。 
不 难 证 明 4(%) 宇 BC(%) 的 充分 必要 条 件 , 是 存在 初等 矩阵 Pi， 
;P,,Q;，,… ,Qi, 使 得 
B(%) = Pi%eP,A(H QQ, = P(2)4(2)8(02)， 
这 里 P() ,@() 都 是 单 模 矩 阵 ， 

在 多 项 式 和 矩阵 的 应 用 中 ,有 多 种 标准 形 在 不 同 场合 里 被 使 用 

着 .在 这 里 我 们 只 介绍 其 中 最 基本 的 一 种 , 即 史 密斯 (Smith) 标 准 
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形 。 我 们 用 定理 形式 给 出 这 一 标准 形 , 由 于 它 的 重要 性 ,将 给 出 详 - 
细 的 证 明 , 但 要 先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 ” 若 多 项 式 矩 阵 4(2) = (os(2))。x, 的 左上 角 元 素 cu (2) 
关 0, 并 且 4(%) 中 至 少 有 一 个 元 素 不 能 被 cu (2) 所 整除 , 则 必 可 找 
到 一 个 与 4(%) 等 价 的 多 项 式 矩 阵 B(%) ,其 左上 角 元 素 504.(4) 也 不 
等 于 零 , 朋 5.(%) 的 次 数 低 于 au《%) 的 次 数 ， 

证 明 我 们 可 分 三 种 情况 来 讨论 : 

1) 若 4(%) 的 第 一 列 中 有 某 个 元 素 a1.(4) 林 能 被 a11(%) 整 除 ， 
则 由 au (4) 去 除 a,《4) 可 得 

au(4) = gqg(4)an (4h) 十 7(4)， 
且 余 式 7(4)( 关 0) 的 次 数 低 于 a1.(%) 的 次 数 。 此 时 则 有 

ar( ah) lh) 
4(2) = |a(h) aM) al%) 


DE 


dm1 (A) m2《A) (im (2) 
ni (A) di2 (A) Sousee Ql (A) 
CC) oC) CL) ee woossveieseoooores 
St rr a 一 一 Qo) eeeeeees 
(Qi) 行 减 去 (1) 由 
行 的 gq(A) 倍 ) 站 
(ni (4) (ln2 (A) ee lna (Nh) 
7r(A) qiz(4) 一 q(A)az(h) re 
C01), (2) seovaeoeeeeeesseeeeeooeseeeeeeeeeeeeeseeeeeeeeesse 


Td 
(交换 (1) 行 与 (人 行 ) 


学 仙人 和 和 志 帮 天 各 和 人 人 和 二 由 而 间 估 和 才 和 和 


LE (nh) ee (ma A) 
若 上 面 最 后 得 到 的 矩阵 记 为 B44), 则 BC(4) 已 达到 要 求 ; 
2) 入 4(2) 的 第 一 行 中 有 某 个 元 素 sji(2) 不 能 被 7411 (2) 整除 、 
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则 证 法 与 1 类似; 

3) 若 4(4) 的 第 一 行 与 第 一 列 的 各 个 元 素 均 可 被 cu (2) 整 除 ， 
但 4(%) 中 至 少 有 某 个 元 素 (2 (>1) 不 能 被 ol(2) 整 除 , 此 时 
可 设 


a (1) 一 PA) a (4), 


则 有 
gui 0 六 0) Gia (4) 
Ce DC SO 
OD Be 0 二 qi (4) 3 pA) a (A) 
| 和 am;(%) Gma (和 ) 
qi(A) oo a (4A) + (1 — 9p(4))a;(h) | 
Ce Sd i SN 
ee GA) ~ PMG) 
(第 1 行 加 到 
第 ] 行 ) CYTEYYTITITITTIIETTT IIE TI IIITTIILIILLLLT ITILLLLILILE LLL 
Gani (A%) 和 Gmj (4) ee Gma(A) 
一 4 人) 。 


则 4 (2 的 第 一 行 中 已 至 少 有 一 个 元 素 
a (2) 十 (] 一 op(2))ay(02) 一 了 (2) 

不 能 被 左上 角 元 素 el (2 所 整除 (因为 aa C2)|aC2%), 但 aC%)ta, 
(4%). 由 此 易 推 知 au(%)H(%))。 因 此 情形 3) 就 归结 为 已 证 明了 的 
情形 2)。 证 毕 . 

定理 2 任 一 非 零 的 多 项 式 和 矩阵 4(%) = (ay(%)),x,; 都 等 价 于 
一 个 如 下 形式 的 标准 对 角形 : 
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di(%) 0 … 0 0 0 


0 dz(A) 0 0 “0 
442) (4) = 0 0 "ed,(A) 0 “0 
0 0 0 0 0 


0 0 … 0 0 ... 0 

这 里 +( 之 1) 是 4( 和 ) 的 秩 ,d(4) (t=1,2,…,?r) 是 首 项 系数 为 1 的 
多 项 式 , 自 4M4) |dr(M) ;t=1,2,..… ,7 一 1。 

7( 和 ) 称 为 4(%) 的 史密斯 (Smith) 标 准 形 ， 

证 明 因 4(%) 冯 0( 和 矩阵 ), 故 至 少 有 一 个 非 零 元 素 , 不 妨 设 en 
(4) 关 0( 否 则 经 行 、 列 调动 可 使 左上 角 元 素 不 为 零 )。 如 果 a (4) 不 
能 整除 其 余 的 各 个 a (和 ), 则 由 引 理 ,可 用 初等 变换 把 4(X) 化 为 某 
个 多 项 式 和 矩阵 B,(4), 并 使 得 B,(%) 的 左上 骨 元 素 b.(2) 关 0. 而 县 4 
(4) 的 次 数 低 于 ai.() 的 次 数 。 若 5.(%) 还 不 能 整除 B,(%) 的 其 他 所 
有 元 素 , 则 再 次 应 用 引 理 ,又 可 找到 一 个 与 B.C(%) 等 价 的 矩阵 B; 
(4), 其 左上 角 元 素 b.(%) 关 0, 目 次 数 低 于 46.(%) 的 次 数 。 如 此 下 去 ， 
将 会 得 到 一 系列 彼此 等 价 的 多 项 式 矩 阵 ， 

4(2) ,BI(A), Bl(4),.. 。 
这 些 和 矩阵 的 左上 角 元 素 均 不 等 于 零 , 且 次 数 越 来 越 低 . 但 这 些 次 数 
都 是 非 负 整数 ,不 能 无 止境 地 降低 , 故 在 有 限 步 以 后 ,将 会 终止 于 
一 个 多 项 式 和 矩阵 B.C(%) ,其 左上 角 元 素 5,(%) 关 0, 且 5,(4) 能 整除 有 
(4) 的 全 部 元 素 5,(%)。 不 妨 设 ， 
bj(%) = qi(%)b, C4) 
对 矩阵 
(2) (2) 
B.(2) = ba Ch) eb CA 
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的 第 2 行 .第 3 行 …. 第 尺 行 依次 进行 适当 的 初等 变换 ,然后 再 对 
第 2 列 . 第 3 列 …, 第 7 列 进行 适当 的 初等 变换 ,显然 可 把 B,(2) 
化 为 下 面 的 形状 

rb,(2) 0 » 0 
0 | 
Bala | 

L 0 J 

由 上 面 的 做 法 过 程 可 知 及 + 02) 的 所 有 元 素 均 可 被 六 (2) 所 整除 ， 
对 上 面 这 个 矩阵 再 施行 一 次 初等 变换 ,还 可 以 把 56,(%) 化 为 首 一 多 
项 式 心 (2) 。 如 果 及 ( 和 天 0( 抢 阵 ), 则 对 有 2) 重复 上 述 过 程 ， 
于 是 又 得 : 


di(%) 0 0 a 0 
0 ds(4) 0...0 
| 0 
B,+2 (A) 
0 0 
这 里 41(4) ,ds(4) 均 为 首 一 和 多项式, 有 目 41(4) |ds(4), 而 di.(%) 整 除 
B,+z(2) 的 各 个 元 素 。 如 此 做 下 去 , 则 4(2) 最 后 就 化 成 了 所 要 求 的 
标准 形 。 证 毕 。 
例 2 求 多 项 式 短 阵 


0 4(%— 1) 0 
4(2) 一 | 0 2 十 1 | 
0 0 一 2 十 2) 
的 史密斯 标准 形 


解 因 4(2) 的 左上 角 元 素 为 零 , 故 先 互 换 第 一 ,第 二 行 , 化 4 


(27) 为 
人 0 4 十 1 | 
Ai(X) = : A 1 ) 0 


0 0 一 处 十 2] 
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由 于 4: 0) 的 左上 角 元 素 4^ 不 能 整除 其 他 所 有 元 素 , 故 先 降低 
它 的 次 数 , 为 此 只 须 从 第 三 列 减 去 第 一 列 ,并 交换 这 两 列 的 位 置 即 
得 : 


0 
Pye 0 0 
[2 0 0 


其 左上 角 元 素 已 能 整除 其 他 各 个 元 素 , 因 此 应 把 4;(%) 的 第 一 行 
及 第 一 列 除 左上 角 元 素 外 的 非 零 元 素 都 化 为 零 。 为 此 只 须 从 第 三 
列 减 去 第 一 列 的 2 倍 ,然后 再 从 第 三 行 减 去 第 一 行 的 (一 2 十 2) 倍 、 
便 得 


0 0 ) 
A;(4) 一 : (A— 1) 0 | 
0 0 RG 
又 在 4;(4) 中 ,由 于 和 4% 一 1) 不 能 整除 4 一 2) ,所 以 可 把 第 三 
行 加 到 第 二 行 , 然 后 再 将 第 三 列 减 去 第 二 列 , 便 得 


1 0 0 
44(2) 一 10 4 一 ]) 一 人 
0 0 202 一 2) 


交换 第 二 第 三 列 即 得 : 


1 0 0 
A;(%) = k 一 A( 入 一 » 
0 70 一 2) 0 
以 (2 一 1) 条 第 二 列 并 加 到 第 三 列 上 ,再 以 (2 一 2) 乘 第 二 行 并 加 到 
三 行 上 , 便 得 


1 0 0 | 
As(%) = 。 一 A - 0 


0 0 4%— 1)(%— 2) 
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rl 0 0 
之 |0 2) 0 | 
| 


这 便 是 所 求 的 标准 形 。 而 且 有 


di (2) 一 lt(2) 一 2d(2) 一 42 一 1)(4 一 2). 


例 3 化 多 项 式 矩 阵 


(1% 2241 
AA)=| 2 和 图 
2 人 
为 史密斯 标准 形 . 
ps 
解 4( 


和 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 > 
“3 列 加 到 1 列 
和 十 4 一 ] 一 让 


l 

0 和 一 入 
1 

1 Zl . 


3 行 减 1 行 


(3,(—2)1) 
] 0 0 

(2,(—1)3) 
一 | 0 和 让 


[53,(1--2)2] 二 多 
一 -一 一 一 一 一 一 一 | 0 人 2 
0 0 一 入 一 2 
rl] 0 0 
2 0 2 0 
CRC3)C—1)) ‘0 0 入 十 0 
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”这 便 是 所 求 的 标准 形 。 其 中 必 ()=1,di( 和 4)=%,ds( 和 ) 二 从 十 4。 

口 注 :记号 说 明 :箭头 上 方 的 (3, (1 一 4)2) 表 示 用 (1 一 4) 采 第 
二 行 并 加 到 第 三 行 上 ;箭头 下 方 的 表示 相应 的 列 运 算 , 又 箭头 下 方 
的 C8(3)( 一 1)) 表 示 第 三 列 衫 以 (一 1), 余 类 推 。[] 

我 们 再 回头 讨论 多 项 式 和 矩阵 的 其 他 一 些 性 质 ， 

定义 3 设 多 项 式 和 矩阵 4(2) 的 秩 > 之 1, 则 4(2) 中 的 所 有 非 零 
的 (rr) 阶 子 式 的 首 一 最 大 公 因 式 六 (2) , 称 为 4(2) 的 大 阶 
行列 式 因子 . 

定理 3 若 4(j) 涯 5(2), 则 4(2) 580) 必 有 相同 的 秩 及 相同 
的 各 阶 行列 式 因子 。 

设 4(2) 经 过 一 次 初等 变换 化 为 B(2), 则 只 须 就 三 种 初等 变换 
的 每 一 种 证 明 4(2) 与 B(27 有 相同 的 秩 及 相同 的 各 阶 行列 式 因 子 
就 行 了 。 但 这 --- 证 明 比 较 容 易 , 我 们 把 它 省 略 了 ， 

定义 4 在 4(2) 的 史密斯 标准 形 J(2) 中 ,多 项 式 由 (2),d 
(入),… (2) 称 为 4(2) 的 不 变 因 式 。 

由 于 4(4) 实 .1(%), 故 由 定理 3 可 推 得 : 

DF) = DA) =di( dN) , 

D.C) =d Ad CH) od (2). 
从 而 有 : 


(2 
dA =D A=,. D, (2) 


a mM 


这 给 出 了 不 变 因 式 与 行列 式 因 子 的 关系 ， a 了 列 式 因子 ,也 就 
可 以 求 出 4(%) 的 不 变 因 式 , 从 而 可 得 到 4(2) 的 史密斯 标准 形 。 对 
于 一 些 比较 特殊 的 矩阵 ,用 这 个 方法 可 以 较 易 求 得 其 不 变 因 式 .我 
们 在 82 已 见 过 不 少 这 方面 的 例子 ,这 里 就 不 重复 了 ， 

由 关系 式 (1) 看 出 .4(4) 的 不 变 因 式 完全 由 其 各 阶 行列 式 因 
子 所 唯一 确定 ,所 以 史密斯 标准 形 是 唯一 的 。 

由 关系 式 (1) 还 看 出 行列 式 因 子 之 间 满 足 整除 关系 :D(X)| 
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PDCA4) 一 1 2 一 |。 

又 当 4(2) 为 上 阶 可 道 矩阵 时 , 则 因 |4(2)|=e 为 非 零 常数 , 故 
D.(4) 二 1 ,从 而 D4)==1,d(4)= 二 1 (4 二 1,2,…,n)。 亦 即 可 道 矩 阵 
4(2%) 的 标准 形 是 单位 矩阵 8。 反之 ,与 单位 矩阵 等 价 的 多 项 式 矩 阵 
必 可 逆 ( 因 其 行列 式 等 于 非 零 常数 )。 故 4(2) 为 单 模 矩 阵 的 充 要 条 
件 , 是 4(2) 可 以 表示 成 初等 矩阵 的 乘积 。 

本 节 的 多 项 式 和 矩阵 4(4) 一 直 是 在 任 一 数 域 P 上 进行 讨论 的 。 
如 果 取 复数 域 C 替代 P, 则 我 们 还 可 以 把 4(%) 的 那些 次 数 大 于 1 
的 不 变 因 式 分 解 为 一 次 因 式 的 方 知 的 乘积 ,因而 有 下 述 概 念 : . 

定义 5 把 4(%) 的 每 个 次 数 宇 1 的 不 变 因 式 由 (2) 分 解 为 互 
不 相同 的 一 次 因 式 的 方 午 的 乘积 ,所 有 这 些 一 次 因 式 的 方 寡 ( 相 同 
的 接 出 现 的 次 数 计算 ), 称 为 多 项 式 矩 阵 4(%) 的 初级 因子 。 

对 于 特殊 的 多 项 式 矩 阵 2B8 一 4, 我 们 在 8 2 已 讨论 过 它 的 初 
级 因子 ,目的 在 于 求 数字 矩阵 4 的 约 当 标 准 形 。 在 那里 ,我 们 是 通 
过 计算 行列 式 因子 来 求 不 变 因 式 的 、 现 在 我 们 可 以 应 用 本 节 介 绍 
的 一 般 方法 来 计算 2B 一 4 的 不 变 因 式 了 。 这 就 是 通过 初等 变换 ， 
化 多 项 式 矩 阵 $8 一 4 为 史密斯 标准 形 的 办 法 。 求 出 不 变 因 式 后 ， 
再 计算 出 初级 因子 ; 便 可 以 写 出 矩阵 4 的 约 当 标准 形 了 。 

前 面 的 例 2 和 例 3 所 给 出 的 多 项 式 矩 阵 4(4) ,其 不 变 因 式 分 
别 是 

1 ,4,4(4 一 1)(4 一 2);( 例 2) 
1,%4,4( 如 十 1 )。( 例 3) 

而 初级 因子 则 分 别 是 ;4,4,4 一 1,24 一 2 与 4,4,4 十 i 和 4 一 i 

例 4 求 矩阵 > 


的 约 当 标准 形 。 
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解 ” 先 求 出 $48 一 4 的 不 变 因 式 及 初级 因子 ,为 此 应 用 初等 变 
换 化 *8 一 4 为 史密斯 标准 形 。 我 们 有 : 
4%+1 2 时 : 一 A 十 1 一 从 十 34 一 2 


.8 一 4 一 | 1 入 一 3 0 一] 一 AT 
] 2 一 1 ] ] A 一 4 

1 0 0 ] 0 0 
-| 大 一 上 = -| 1) 一 ] 一 人 十 ! 

0 一 4 十 1 一 十 34 一 2-. 0 0 A 211 

1 0 0 
—”|0 4 一 ] 0 一 J(4) 。 

0 0 (4— 1)? 


由 此 可 见 不 变 因 式 为 1,4 一 1, (4 一 1)?。 从 而 初级 因子 为 4 一 
1,(4 一 1)*。 故 4 的 约 当 标 准 形 为 : 


0 1 1 

定理 2 是 多 项 式 和 矩阵 的 理论 中 主要 定理 之 一 ,此 外 这 个 理论 
还 有 几 个 定理 也 是 重要 的 ,有 的 证 明 相 当 复 杂 , 在 这 里 ,我 们 只 作 
如 干 简要 的 讨论 。 

定理 4 两 个 多 项 式 和 矩阵 4(4) 与 B(2)? 等 价 的 充 要 条 件 , 是 两 
者 有 相同 的 行列 式 因 子 ,或 相同 的 不 变 因 式 ， 

证 明 必要 性 由 定理 3 及 关系 式 (1) 已 经 得 知 ;充分 性 的 证 明 
如 下 : 若 4() ,8B(2) 有 相同 的 不 变 因 式 ( 或 有 相同 的 行列 式 因 子 )， 
则 :4(2),B(02) 与 同一 个 史密斯 标准 形 等 价 ,从 而 4( 和 ) 王 弘 2) 。 

数字 和 矩阵 相向 的 条 件 ,也 可 以 由 它 的 特征 矩阵 来 描述 .应 用 多 
项 式 和 矩阵 的 前 述 基础 知识 ,可 以 准 出 下 述 结 论 ( 证 咯 ) : 

数 域 P 上 的 两 个 ” 阶 矩 阵 4,B 相似 的 充 要 条 件 是 它们 的 特征 
矩 侨 2y 一 4 与 18 一 至 等 价 。 

109 


即 是 说 ,4 一 Bf 和 本 一 4 人 兰 2B 一 8B。 由 此 易 得 下 面 的 推论 : 

4~84,8 有 相同 的 不 变 因 式 .。 如果 是 在 复数 域 C 上 讨论 
的 , 则 由 上 面 的 推论 还 可 以 进一步 证 明 ，; 

A4A~Be34,8 有 相同 的 初级 因子 ， 

这 就 是 4~J( 约 当 标 准 形 ) 的 主要 理论 依据 ， 


$5 多 项 式 矩 阵 的 互 质 性 与 既 约 性 


在 系统 分 析 中 ,常会 涉及 到 多 项 式 矩 阵 互 质 性 的 判别 问题 , 关 
于 可 控 性 问题 的 讨论 , 常 归结 为 具有 相同 行 数 的 多 项 式 矩 阵 的 左 
互 质 问题 ,而 可 观测 性 问题 的 讨论 就 归结 为 具有 相同 列 数 的 多 项 
式 和 矩阵 的 右 互 质问 题 。 另 外 在 许多 问题 中 还 需 以 满足 既 约 性 为 条 
件 。 所 以 ,建立 一 些 互 质 性 与 既 约 性 的 判别 准则 是 很 必要 的 ， 

从 本 节 起 ,我 们 所 讲 到 的 多 项 式 矩 阵 、 分 式 矩 阵 都 是 在 复数 域 
中 进行 讨论 的 。 

定义 1 多 项 式 方 阵 R(%) 称 为 具有 相同 列 数 的 两 个 多 项 式 矩 
阵 和 (4) 与 D(1) 的 一 个 右 公 园子 ,如 果 存 在 多 项 式 和 矩阵 六 (47 和 
D(4) ,使 得 

N(A) 一 六 (RON)， DG) = DG)RCA)。 

类 似 地 可 以 定义 左 公 因子 。 

定义 2 多 项 式 方 阵 R(%) 称 为 具有 相同 列 数 的 两 个 多 项 式 矩 
阵 NC%) 与 (4) 的 一 个 最 大 右 公 因 于 ( 记 为 scrd), 如 果 

1) RO 和) 是 N(%) 与 DC(4) 的 右 公 因子 ， 
2)N(4) 与 PD( 和 ) 的 任 一 其 他 的 右 公 因子 R,(4) 都 是 RC%) 的 右 

冬 因 子 , 妇 有 多 项 式 和 矩阵 WW( 力 使 得 RCM}=W(4)R,(4)。 

对 任意 的 Xr 与 mXs 的 多 项 式 和 矩阵 P(4) 与 NC(4%), 它 们 的 

gcrd 都 存在 。 因 为 
RO) = (Pr(C2) ,NT(2))7 
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便 是 一 个 ， 

以 下 提 到 的 gcrd 均 指 wXa 方 阵 , 利用 多 项 式 和 矩阵 的 史密斯 标 
准 形 , 可 以 证 明 nXn 的 scrd 的 存在 性 

定理 1(gcrd 的 构造 定理 ) ”如 果 可 羽 找 到 一 个 (x 十 m) X (Cn 十 
m) 的 单 模 和 矩阵 GC(%) ,使 得 
D(A) ]= Wo | (DC%) j= (R(A) 
NC) NGuC2) casCODA NO W007 
则 nXn 多 项 式 矩 阵 RC 和 4) 即 为 D(4) 与 和 NN(4) 的 一 个 gcrd。 

证 明 先 证 R(4) 是 右 公 因子 。 为 此 ,把 6(2) 的 道 矩阵 G7! (4) 
二 FA(%) 写 成 分 块 矩 阵 : 


G-1(2) = FP(4) = ( 


以 G-!:(4) 左 乘 (1) 式 即 得 : 
D4) FM) Fiz CA NTR(C2) 
es Co ol 0 | 
下 at 
Fr (A) RCA) 
这 表明 存在 多 项 式 和 矩 阵 fi,(4) 及 Fa,(4) ,使 得 
D(A) = FLOMRGA), NO) = Fn (MR(N). 
从 而 RC(4) 是 D(A) 与 NC(4) 的 右 公 因 子 。 
现 设 RC) 为 男 一 右 公 因子 ,下 证 RC(%) 是 R()) 的 右 乘 因 于 ， 
因 RC4) 为 0(4),N(4) 的 右 公 因子 , 故 有 : 
D(2) = DMRIOGA), NO = NC(A)RICX) (2) 
面 出 (1) 式 又 有 ; 
R(A) = Ou (WDOA) + GNGA) 。 (3) 
把 (2) 式 代入 (3) 式 得 
(2) = {OAD (A) 十 GD)NC2) IR CA) 
=W(CAR (CX), 


co | (1) 


Fi (A%) od 
F(A) Fr (A) 


]1 1 


即 R (4 是 RX) 的 右 乘 因子 。 证 毕 。 

由 于 单 模 和 矩阵 都 可 以 表示 成 一 些 初 等 抢 阵 的 乘积 , 故 对 一 个 
多 项 式 矩 阵 左 乘 一 个 单 模 矩阵 ,相当 于 对 它 施行 一 系列 的 初等 行 
变换 运算 。 故 由 上 述 定理 可 知 ,多 项 式 矩 阵 D(X) 与 NC(4) 的 一 个 
gcrdR(4) ,可 通过 对 矩阵 


M(%) = Le 


N(A) 
施行 一 些 初 等 行 变换 来 得 到 ,而 相应 的 初等 扎 阵 的 乘积 就 是 所 要 
找 的 单 模 和 矩阵 CC2) 。 
例 1 设 
A 3 六 :十 : 习 : 
DC 一 | ] N(4) = (— 1, 十 24 一 1)， 
= 
求 gcrdR(4)、 
ee 2 34 十 1 
|=|-1 22 十 2 一 2 
外 
sa Nl 
Pz:(2, A(1)) 
一 ] 大 十 4 一 2 及: 人 -DT 一 乱 一 2 十 2 
Pi:(1,2) Pi:((-1)X (1)) 
pp 34 十 1 一 一 一 一 一 一 | 0 入 十 入 十 2 十 ] 
一 1 入 十 22 一 1 0 |. 4+1 .J- 
1 [1 一 于 一 对 2， 
Ps:[2,3) | Pe: (3,—(R+1)(2)) 
-一 -|0 i 二 1 “| 一 -一 一 一 |0 +1 
0 乱 十 妈 十 2 一 上 0 
因此 求 得 
1 一 入 一 2 十 2 
R(2) = ] 
0 和 十 了 


而 相应 的 单 模 矩阵 为 
: G(%) =PePsPPPsP, 
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] 1 0 0 1 0 0 
-i | 0 中 i 0 1 , 
0 -wr 0 1 0 0 0 1 
1 0 0 0 1 0 
区 0 1 1 1 ja 0 | 
一 1] 0 1 0 0 1 0 0 1 
0 | 0 
一 |0 = 1 
1 六 十 和 4 十 1 一 (入 十 1) 
gcrd 的 基本 性 质 : 


1) 不 唯一 pO 
(4%) 与 N(%) 的 一 个 gcrd, 而 丈 (2) 为 任 一 p 阶 单 模 矩 阵 , 则 不 (2)R 
()) 也 是 D(%) 和 AN(%) 的 一 个 gcrd 

2) 若 RD) 与 R.(4%) 是 DC(%) 与 N( 和 ) 的 任意 两 个 gcrd， 则 当 Rh, 
(%) 为 满 秩 和 矩阵 或 单 模 矩 阵 时 ,Ri(4) 也 一 定 是 满 秩 矩阵 或 单 模 矩 
阵 

3) 对 给 定 的 rnX7 与 mXs 多 项 式 和 矩阵 D(%) 与 N(4), 则 当 

[2 ] 为 列 满 秩 即 rank (  ]= 
NCA) NC4) 
时 ,D(%) 与 NC(4) 的 所 有 gcrd 都 必定 是 满 秩 的 . 

4) 若 R(4%) 是 nXrn 与 mXn 多 项 式 矩 阵 .DOX) 与 NG) 的 一 
gcrd , 则 R(4) 可 表示 为 

R(4) = XC2)D(2) + YO NC), 
其 中 XX(4%),Y (4) 分 别 是 nXrn 与 x*Xm 多 项 式 矩 阵 . 
证 明 ”由 构造 定理 , 即 得 
R(X = Gu(4)D(N) + Gu (WN(N), 
取 X(1) 一 Gu(4), 7 (和 ) 二 G2( 和 ) 便 得 所 证 。 
其 他 三 个 性 质 的 证 明 从 赂 . 又 1) 与 3) 也 是 借助 构造 定理 来 证 
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明 的 ,可 见 该 定理 的 重要 性 ， 
同 定义 2 相 类 似 , 也 可 以 引入 两 个 多 项 式 矩 阵 的 最 大 左 公 因 
子 (gcld) 的 概念 ,建立 其 相应 的 构造 定理 及 基本 性 质 。 从 了 略 。 
现 转移 到 多 项 式 和 矩阵 的 互 质 性 问题 ， 
定义 3 两 个 具有 相间 列 数 的 多 项 式 和 矩阵 P(2) 与 N(%) 称 为 
是 右 互 质 的 ,如 果 它 们 的 最 大 右 公 因子 (gcrd) 为 单 模 矩阵 ， 
类 似 地 可 定义 左 互 质 概念 。 注意 右 ( 左 ) 互 质 时 ,未 必 是 左 
( 右 ) 互 质 的 . 
定理 2( 贝 佐 特 判别 准则 ) ”两 个 nXs 与 mXn 多 项 式 矩 阵 D 
(4) 与 N(4%) 为 右 互 质 的 充 要 条 件 , 是 存在 两 个 *Xr 与 x*Xm 多 项 
式 和 矩阵 X(C2) 与 了 (2) ,使 得 下 面 的 贝 优 特 (Bezout) 等 式 成 立 : 
XDA) + YNG) = 8. (1) 
证 明 必要 性 。 设 D(4) 与 (2) 是 右 互 质 的 ,因而 它们 的 
gcrdR(2) 为 单 模 矩 阵 。 由 构造 定理 即 得 
R(%) = GCC2)DP(2) + Ciz(2)NC2) 。 (2) 
因 R-:(A) 存 在 且 为 多 项 式 矩 阵 , 以 三 !(2) 左 乘 (2) 式 即 得 
R-!(2)Gu CA DOG) 十 R-II(A)GL2A NGM) = BB 。(3) 
令 
XN) = R-IC)Gu (CD) 7(2) = R-ICD)Ga(2)， 
则 (3) 式 便 为 (1) 式 。 
充分 性 。 设 (1) 式 成 立 , 令 RD) 为 DC) 与 WCG) 的 一 个 gcrd, 则 
存在 多 项 式 矩 阵 5(2) 及 六 (2) ,使 得 
DCA) = DOARGA), NO 一 NOD)RC)。 (4) 
将 (4) 代 入 (1) 可 得 
[X(C) DC) + YM) NGC)]RCD) = BB. (5) 
因 方 括号 内 部 分 是 个 多 项 式 和 矩阵 , 故 由 单 模 和 矩阵 定义 及 (5) 式 , 便 
知 R(2) 为 单 模 矩阵 ， 从 而 D(%) 与 NC(4) 是 右 互 质 的 。 证 毕 ， 
利用 多 项 式 矩 阵 的 史密斯 标准 形 ,也 可 以 判别 两 个 多 项 式 振 
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阵 的 互 质 性 。 即 是 说 我 们 有 下 述 定理 ， 
定理 3 两 个 nXs 与 mXn 多 项 式 矩 阵 D(4) 与 (和) 为 右 互 
质 的 充 要 条 件 ,是 矩阵 
| 
N(A) 


Fk 
lo 
而 两 个 mXm 与 mXn 多 项 式 和 矩阵 4(2) 与 B(27) 为 左 互 质 的 充 要 条 


件 , 是 矩阵 (4(%),B(4) ) 的 史密斯 标准 形 为 (8,0)， 
证 明 这 里 只 证 明 右 互 质 的 结论 。 由 构造 定理 即 有 


D(A4)~Y rR(2) Eb 
ow hon)= 人 0 j= 0 

其 中 C(2) 是 单 模 矩 阵 。 
若 D(%),N(4) 为 右 互 质 的 , 则 由 定义 3, 便 知道 它们 的 最 大 碳 


公 因 子 R(%) 是 单 模 和 矩阵 ,而 R-!(%) 也 是 单 模 和 矩 阵 。 将 (1) 式 右 乘 
R~!(4%) 即 得 


的 史密斯 标准 形 为 


jsw， (1) 


D(A) E Eb 
ew J (4) = 0 R(2)R (4%) = 0 (2) 


如 记 单 模 和 矩阵 R-!(4) 为 Ri(%), 则 (2) 式 即 为 


ew (Ja = (3) 
re NCA) 1 0 
因此 
D(A) pb 
~ , 记 为 M() 之 J， (4 
Ng lo Bo , 


从 而 有 相同 的 不 变 因 式 ( 而 7 的 不 变 因 式 全 为 1), 故 有 相同 的 史 
密斯 标准 形 ,但 ,的 标准 形 就 是 自身 , 故 M(%) 的 标准 形 是 7。 故 必 
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要 性 得 证 。 

再 证 充分 性 。 设 W (2) 的 标准 形 是 ,J( 见 (4) 式 ). 这 说 明 存 在 单 
模 和 矩阵 G(2) 及 有 (2) ,使 得 (3) 式 成 立 . 但 Bi5(2 也 是 单 模 矩 阵 ,以 
RI!'( 和 ) 右 乘 (3) 式 , 即 得 


(D(X)Y fFRIICA)) 
G(X) : | 


| 一 | 
wna), ~ 0 


由 定理 1, 这 等 式 表 明 单 模 短 阵 RFT: (A) 是 D(A 和) 与 N( 和 A) 的 一 
gcrd, 再 由 定义 3 即 知 7(%) 与 (2%) 是 右 互 质 的 ,证 毕 、 
最 后 讨论 多 项 式 和 矩阵 的 既 约 性 问题 。 
设 WH(A)=(ww(A))> 是 个 多 项 式 抢 阵 。 定 义 : 
Ki a (Ue Crh, TAT 


lJ? 


,=max {deg(m,(2%))}. 


lep 
前 者 称 为 (2) 的 第 :个 行 次 数 ,后 者 叫做 M(4) 的 第 ) 个 列 次 数 。 
并 分 别 记 为 6.M (2) 及 5.,M(2)， i 
例 2 车 \ z 
入 十 4 一 2 2 和 二 5A 和 十 61- 
M(A) = 
十 3 和 3 一 2)2 4 
则 有 : 
Kl 7, K,z 3; 
Au =2, Kz $s K.; = 一 1 


借助 行 次 数 及 列 次 数 的 概念 ,多 项 式 和 矩阵 M(7) 可 以 表示 为 


下 述 两 种 形式 ， 
列 次 表示 式 : 
Ne (1) 
这 里 有 .(2) =diag {Xn } ;Mi 为 7X9 的 数字 和 矩 阵 , 它 的 


第 / 列 为 (2) 的 第 ee “的 系数 组 成 的 列 ; MWx 称 为 列 
次 系数 矩阵 。 又 Me()) 为 低 次 剩余 多 项 式 矩 阵 . 且 . 
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.Mic (A) < ks (j' 二 1,2,..,g)。 


例 3 设 
312 十 4 十 1 2% 本 
mr 
2 十 3 4 22 32 二 1 
则 其 列 次 表示 式 为 
1 Po 
M(X) = 2 | 二 | 
0 4 3j 和 2+3 24 工 


如 果 限 于 考虑 M (2) 为 方 阵 即 4==p 的 情形 , 则 由 . 1) 式 还 不 可 导 
出 一 ne 


1MC2)| 二 el 和 5 十 次 数 低 于 Ek, 的 各 项 。 
类 似 地 有 We | 
M(X) = H, MO Ms 十 MD ， (2) 


这 里 有 .C2%) 二 diag {Xm 和 rn) Mu 为 pXg 数字 下 阵 , 称 为 行 
次 系数 矩阵 , 它 的 第 ; 行 即 为 Nc) 的 第 1 行 中 相应 于 jxv 的 系数 组 
成 的 行 ; 而 Me 4) 为 低 次 剩余 多 项 式 邱 阵 ， 目 满足 Gf (二 天。 Gi 
一 -六 本 2,. ae 7) 。 
又 当 MyC) 为 Xp 方 隆 时 ,由 (2) 式 还 可 导出 相 扩 的 行列 式 表 
示 式 : 本 
1Af( (| = 1 十 :次 数 低 于 ZK 的 各 项 ， 
定义 4 设 M(2) 为 满 秩 z 阶 多 项 式 和 矩阵, 如果 
deg1M (2)| = DM 一 Kat kat t+ ko 
则 称 W(2) 是 列 有 婚约 的 ;如 果 
deg | M (2) | 一 Su - = kK,, a Kz 十 一 十 Ki 


则 称 M(%) 是 行 既 约 的 。 
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例 4 设 有 满 秩 多 项 式 矩 阵 
3 和 2 十 2 24 十 4 
MC = (, ] 
| 和 2 十 2 一 3 74 
则 有 : 
deg |M(%)| = 3, 
Ku=2, kKa=1, Eks= 3, 
Ku=2, Ku =2, EK,;= 4. 
因此 ,这 个 多 项 式 和 矩阵 是 列 既 约 的 ,但 不 是 行 既 约 的 。 
定理 4 若 杂 (4) 为 ? 阶 满 秩 多 项 式 和 矩阵 , 则 : 
1) M(4) 为 列 既 约 生 Mi 为 满 秩 的 ; 
2) M (4) 为 行 既 约 对 Mw 为 满 秩 的 。 
证 明 由 于 
IM(%)| = 1 Mss 十 低 次 项 ， 
故 当 且 只 当 |M| 关 0 即 杂 为 满 秩 时 , 始 有 
deg | M (4) | = ZK, 
亦 即 M(%) 为 列 既 约 的 。 因 而 1) 得 证 。 同 理 可 证 2)。 证 毕 。 
例 5 对 于 例 4 的 矩阵 MM(), 可 求 得 其 列 次 表示 及 行 次 表示 
为 : 


ma (J + 


Gua wow- (oa) ot 
因此 有 


cu 人 


故 由 Mw 满 秩 知 M(%) 是 列 茎 约 的 ,但 因 Ms 不 是 满 秩 的 , 故 M (4) 
不 是 行 既 约 的 。 
如 何 把 一 个 非 既 约 多 项 式 矩 阵 化 为 既 约 的 ,这 在 系统 分 析 中 
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是 时 常 出 现 的 。 应 用 初等 变换 的 办 法 便 可 达到 这 个 目的 。 设 4 
(和 ) 是 给 定 的 p 阶 满 秩 非 婚约 多 项 式 矩 阵 , 则 可 以 找到 zp 阶 单 模 矩 
阵 G(4) 及 F(4), 使 得 MM(4)G(4) 与 fC4)M(4) 为 列 既 约 ( 或 行 既 
约 ) 的 。 这 种 做 法 的 实质 ,就 是 通过 对 M(4%) 进 行 适当 的 列 ( 或 行 ) 
初等 变换 ,来 降低 它 的 某 些 列 ( 行 ) 次 数 , 以 满足 既 约 性 定义 4 中 所 . 
表达 的 要 求 ， z 


例 6 设 
” 十 2)2C4 十 3)? 一 (十 2)202 十 "| 
M(A) = 
0 4 十 3 
则 M(2) 满 秩 但 非 列 既 约 。 
我 们 有 单 模 矩 阵 
1 1 (十 2) 
ce = 让 rw = [。 1 ) 
而 使 得 
ee | 0 一 (4 十 2)?(4 十 四 
(十 3): 可 
及 
& 十 2)?(4 十 3)? 0 ] 
中 0 1 十 3 
都 是 列 底 约 的 


$6 ”有理 分 式 和 矩阵 的 标准 形 及 其 仿 分 式 分 解 


由 于 应 用 上 的 需要 ,把 多 项 式 矩阵 推广 为 有 理 分 式 矩 阵 是 必 
要 的 。 如 果 和 矩阵 GCC) 一 (9 (2) )。x。 的 元 素 
bi;(A) 
都 是 4 的 有 理 分 式 ( 这 里 ai(%) 与 6(4) 都 是 和 4 的 多 项 式 ), 则 GC%) 
称 为 有 理 分 式 拭 阵 ,简称 分 式 矩阵。 显然 ,多 项 式 和 矩阵 是 它 的 特例 。 
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gi; (A) = (1 一 1l,2, ,Tn 一 1,2,.…,n) 


由 于 有 理 分 式 经 过 四 则 运算 后 仍 为 有 理 分 式 ,因而 可 以 像 数 
字 和 矩阵 那样 类 似 地 定义 G(%) 的 各 种 运算 及 概念 ,如 GC(4) 的 子 式 、 
秩 , 等 等 . 当 G(4) 为 方 阵 时 ,如 其 行列 式 |19C4)| 半 0, 则 称 6G(2) 是 可 
逆 的 ,其 道 阵 记 为 G1(4), 它 也 是 个 有 理 分 式 和 矩阵, 当然 仍 要 求 满 
足 条件 GC(4)G-1(4)==。 

有 理 分 式 和 矩阵 在 线性 系统 理论 中 是 个 重要 工具 。 传递 函数 和 矩 
阵 都 是 有 理 分 式 矩 阵 , 它 的 理论 其 实 就 是 分 式 矩 阵 的 理论 ,本 节 只 
介绍 分 式 和 矩阵 的 一 种 标准 形 及 其 仿 分 式 分 解 。 

定理 1 设 G( 和 )=(gy(4)),x, 关 0( 和 矩阵 ) 是 有 理 分 式 矩 阵 , 且 
rankG(4) 二 +( 之 1), 则 存在 mXn 单 模 多 项 式 和 矩阵 PC(4) 及 nXn 单 
模 多 项 式 和 矩阵 4(%) ,使 得 


T(A) 
POG)ON = MON 一 人 


其 中 


PAM) A) pr (AY 
TO 


9.(4) ,4(4) 都 是 首 一 多 项 式 , 且 满足 条 件 : 

1) 4(4) 与 g.(%) 互 质 (i=1,2,*… ,rr); 

2) ppt) GG=1,2,.,7— 1); 

3) tr NM) GG=1,2,.% ,7—1). 
又 M(%) 称 为 有 理 分 式 矩 阵 GC(%) 的 史密斯 一 麦克 米 伦 (Smith 一 
Mcmillan ) 标 准 形 , 它 是 B. Mcmillan 于 1952 年 提出 来 的 . 它 的 意义 
在 于 为 系统 分 析 , 特 别 是 分 析 多 变量 系统 的 极点 和 零点 提供 了 一 
种 重要 的 概念 性 和 理论 性 工具 。 

证 明 设 有 理 分 式 和 矩阵 


的 元 素 中 mx 个 分 母 多 项 式 
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| 
bi;(4) mm X 


bh) GG= 1,2,m: j= 12,z) 
的 最 小 公信 为 6(4)( 且 为 首 一 多 项 式 ), 则 8(4)G(4) 是 多 项 式 短 
阵 , 且 与 9(4%) 有 相同 的 秩 7r。 故 有 mXa 单 模 和 矩阵 P(2) 及 axXa 单 模 
矩阵 8(4) ,把 5(%)G( 和 ) 化 为 史密斯 标准 形 , 即 


T,(4) 
PO LOWGCN OX) = ( 吕 


这 里 7T,(4)==diag(d1(4) ,di(4) ,od,(4)), 而 且 本 (2 和) 人 (2) 
(t=1,2,° ,7— 1)., 因此 


T1(2) 
P(AGCAYCA) = | LO) z (1) 
0 


TO _ ，| [4 di(2%) | 
0(C2) DA) 02) ” “0(02) 


把 每 个 由 (DC2) 化 为 茎 约 分 式 pC4)/4(4)( 且 gy (和) 与 54(4) 均 为 
首 一 多 项 式 ) ,为 简单 起 见 ,(1) 式 经 这 样 处 理 后 左边 仍 用 原 式 ,十 
是 得 


T(A) 
P(A)G(AYV(A) = | a 


其 中 


9 4) PN) 
tM) 2)” "(4) 


又 因 g(%)/4(%) 为 经 约 分 式 , 所 以 gp,《%) 与 4(4) 互 质 (=1,2,…， 
r), 即 定理 中 的 1) 得 证 . 而 2) 与 3) 也 不 难 证 骨 , 从 略 。 定 理 让 毕 ， 
上 上述 标准 形 是 唯一 的 。 
例 1 求 有 理 分 式 和 矩阵 


T(A) = diae| 


=， 1 加 1 
0 
+ 4 
A(4 十 1) 人 十 j 和 十] 


的 标准 形 . 
解 GC(2) 的 元 素 中 分 母 多 项 式 的 最 小 公 倍 式 为 8(4) 二 和 (4 十 
]) ,而 
i—A XX A 


| 
pCOAG(A) = 和 % 2 
[22 十 - 1 22 a 2 | 
0 0 
| | 
全 0 2 0 
| [0 SS 
所 以 
1 | 
人 (十 11) 
0 | 
~ 【 一 一 一 -一 - 
| ) 人 才 - |] 0 
| 0 0 1 


定义 1 设 0() 是 mxn 有 理 分 式 矩 阵 , 如 果 存 在 mm 单 模 
(多 项 式 ) 夭 阵 PC 和) 及 mxXn 多 项 式 算 阵 V1( 和 ) ,使 得 
G(A) = Pr (DY.(h), (1) 


而 当 PP) 与 和 (为 左下 质 时 . 则 (3 式 称 为 C02 的 一 个 去 医 约 
分 和 解 : oS | z 
若林 在 xx 单 模 ( 多 项 式 ) 征 阵 户 (和 及 EX 多 项 式 定 陈 0 
(2) ,使 得 
0(0) 一 人 CPLD ， (2) 
122 


则 (2) 式 称 为 GC(4) 的 一 个 右 分 解 , 或 GC 和) 的 一 个 右 起 阵 分 式 描述 ; 
若 P2(4) 与 9.(%) 为 右 互 质 的 , 则 (2) 式 称 为 GC(%) 的 一 个 右 既 约 分 
解 ， 

定理 2 任何 wxx 有 理 分 式 和 矩阵 e(2) 都 存在 左 分 解 、 右 分 
解 . 左 既 约 分 解 及 右 既 约 分 解 . 

证 明 由 定理 ! 即 有 


7 (2) 
P(A)G(A) OL A) = [ 让 (7 了 (2) 如 上 述 ) 


因此 
「 4) 本 
G(A4) =P 《47) 0 (A) 
To 4) D4) _ 
=P- 1 { ,J De 
其 中 
To( 入 ) =diag (tl tA) IC) ,lA)), 
P(A) 一 diag(o (4) ,oz(2) , (A)). 
取 
To 1(A) 
Pp.(2) | . jw， 
D(A) 
Yi(A) = 10-!'(A). 
0 
则 有 


0(2) = Pr (MY (4), 
因而 得 到 GC4) 的 一 个 左 分 解 。 
同样 有 


TA 
G(4) 三 /一 (A) 0 2 '(4) 


D(A) To(4) 
-| | l je 


DA) 
Qh) =P (A) | 


To!(2) 
P,(2.) -0 ] 
则 有 
G(%) =Q2(4) P71 (4). 
这 便 是 G(%) 的 一 个 右 分 解 。 
若 G()=P7T1(4)Q1() 是 左 分 解 , 则 可 今 R(%) 是 P1(4) 与 @ 
(%) 的 最 大 左 公 因子 ,于 是 由 
PC) = RCO)P(4), Q(X) = R(A)Q(A) 
可 知 P(2),@(2) 左 互 质 , 但 由 于 RCX) 可 逆 , 故 
PIT)OC) = P(A4)Q(C). 
所 以 P71(4)8(4) 是 G(%) 的 左 既 约 分 解 。 
仿 此 可 证 G(4) 存 在 右 既 约 分 解 。 证 毕 。- 
有 理 分 式 矩 阵 的 左右 分 解 是 不 唯一 的 ， 
例 2 求 传递 沙 数 矩阵 


CS S 
《s 才 2)?(s 十 3)? (《s 十 37 
G(s) = 
Se 
\ (s+ 3) (s 二 3)? 


的 一 个 右 分 解 及 一 个 左 分 解 ， 
解 ”容易 求 出 G(s) 的 列 的 最 小 4 公分 母 依次 为 
ds) 一 (十 2)2(s 十 3)2、 dw(s) = (s+ 3)’。 
因此 得 G(3) 的 一 个 右 分 解 : 
s 二 1 $ 人 3)? 
一 (s 十 1)?G 十 2)? 一 3 人、 


1 
(G(s) = ] 
(Ss 二 3)” 
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又 G(s) 的 行 最 小 公分 母 为 ; z 

di(s) 一 (s 才 2)2(s 十 3)2， dz(s) 一 (十 3) 
所 以 G(s) 的 一 个 左 分 解 为 : | St 
(s 十 2)?(s 二 3)? 而 | 十 ] De 
(十 3) 二 二 一 8 
口 注 : 例 2 的 解法 中 用 到 下 述 运算 规则 : 


G11 QI CQ di 


G(s) = l 


21 (22 x (2 ds 
(1) 
(ml (m2 (mn 人 
aid azd2 ait 
azid awds 2 dd 
Gml di ln2l? CC a 
di di Qi2 他 1a 
d, dz1 G22 (2 
(2) 
dn (tml (m2 (mn 


Qud Gd eo iad 
azds Awds G2ad2 


和 


本 Gildr Om2dn Re medm- 本 过 


这 由 矩阵 乘法 定义 不 难 证 实 .。 口 
37 系统 的 传递 函数 和 矩阵 
设 系 统 的 个 状态 变量 为 mm (0,7z2( 人 ),… ,zl) ,这 些 变量 在 上 


= 时 的 值 都 已 知道 ,而 且 还 知道 过 襄 时 > 个 输入 (或 控制 ) 变 量 
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zt) yi) , 则 在 上 4 时 系统 的 状态 就 完全 确定 。 
系统 的 输出 变量 可 以 是 某 一 个 状态 变量 ,但 它们 是 完全 不 同 
的 概念 .状态 变量 是 描述 系统 动态 行为 的 信息 ,而 输出 则 是 人 们 条 
望 从 系统 中 获得 的 响应 . 
以 s 个 状态 变量 为 轴 组 成 的 空间 叫做 w 维 状态 空间 、 而 把 上 
述 x 个 状态 变量 看 成 这 空间 中 一 个 向 量 x( 妇 的 个 分 量 , 即 
X(t) 一 (zi(t) ,z(t) ,oe T(t) ) 。 
x(t) 称 为 系统 的 状态 向 量 , 它 描述 系统 在 上 时 刻 的 状态 。 
同样 地 ,用 
u(t) = (u(t) ,wu2(0) ya 人 t))7 
代表 一 个 7 维 列 向 量 。 系 统 的 状态 方程 是 状态 向 量 x(2) 的 一 阶 微 
分 方程 ; 
x (tl) 一 了 (x(t) ,u(t) 2) ， (1) 
此 式 右边 是 状态 向 量 x(t) 和 输入 向 量 4G) 及 时 间 :的 向 量 函 数 ， 
等 式 (1) 也 可 以 写成 个 分 量 等 式 的 形式 。 特 别 , 对 于 线性 定常 来 
统 , 其 状态 方程 为 : 
x (t) = Ax() 十 Bee(t)， 
或 更 简单 地 写 为 ， 
x= hx 十 Bu . (2) 
这 里 4,8 都 是 常数 矩阵 (元 素 都 与 上 无 关 ): 
A= (aij)sxs， B= (bj)ox,, 
其 中 4 称 为 系统 矩阵 ,8 称 为 输入 (或 控制 ) 和 矩阵 ,二 者 都 由 系统 本 
身 的 参数 所 组 成 ， 
类 似 地 ,线性 定常 系统 的 输出 方程 为 
y= 二 Cx 二 Du。 (3) 
这 里 C 是 mxn 和 矩阵 ( 称 为 输出 矩阵 ),D 是 mxr 和 矩阵 ( 称 为 直接 转 
移 和 矩阵 ) ,y= 二 (yi,y:，… ,yn)” 是 输出 向 量 . 矩阵 C 表达 了 输出 变量 
与 状态 变量 的 关系 ,而 ? 则 表达 了 输入 变量 通过 和 矩阵 D 所 示 关 系 
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直接 转移 到 输出 。 大 多 数 实 际 系 统 中 ,矩阵 2 均 为 零 窍 阵 . 
当初 始 值 为 零 , 即 x(0)=9 时 ,对 (2)、(3) 两 式 进行 拉 普 拉 斯 
变换 ( 见 第 四 章 § 6) 可 得 
sX =AX 机 BU, (4) 
7 =CX 十 DU. (5) 
由 (4) 式 得 
(sE — A)X = BU. 
在 有 理 分 式 矩 阵 范围 内 ,sB8 一 4 是 可 道 的 , 故 有 
= GB A!'BU 
代入 (5) 式 得 
Y=[C(CGsE — 4)-'B++ DU = GU (6) 


这 里 
G = CsE -- 4)-8 十 也 ， (7) 


G 二 G(s) 是 mxr 分 式 矩 阵 ， 称 为 系统 的 传递 函数 起 阵 。 将 (6) 式 写 
成 展开 形式 便 是 
rY,(s) G(sS) G2(8) 2* (11(8)) LS 
Cs) Gas) (322(8) | i 


: OR | 
7 kGw(s) Gn2(s) 1 G(s) | ) | 

传递 函数 罕 阵 Gts) 表 达 了 输出 向 量 了 Gs) 与 输入 向 量 UCs) 之 
间 的 关系 。 它 的 每 个 i 元 素 G6. ,(s) 表 达 了 第 j 个 输入 VU,(s) 在 第 i 个 
输出 7,(s) 中 的 影响 ;或 者 说 ,第 i 个 输出 了 (3) 是 全 部 5 个 输入 
(3) (二 1,2,….7) 通 过 各 自 的 传递 函数 G4 ,6%w,…,G; 综 合作 用 的 
结果 
例 1 设 系统 的 状态 方程 及 和 输出 方程 为 : 
[zi 0 1 0 a) 


] 27 


-站 


0 1 一 1 
又 初始 值 为 零 . 求 系统 的 传递 函数 矩阵 C(s)， 
解 ”由 于 
CB A es 


|sE— 4| 


一 24 sz 十 9s S 
一 24s 一 20s 一 24 s’ 
这 里 adj(sB 一 4) 为 s8 一 4 的 伴随 和 矩阵。 

因此 由 (7) 式 求 得 : 
Cs s2 十 6s 一 7 ] 
d4、2s2 十 46s 十 24 一 3s 一 33s 一 24 
这 里 d= 二 s: 十 9s: 十 26s 十 24、 

最 后 说 明 一 下 传递 函数 的 意义 。 

若 系统 的 传递 函数 G(s)= (es(Cs)/5s(s)) 满 足 条 件 

deg (ai;(s)) 和 deg(b (3)) (所 有 +»)) 9 

则 称 GCs) 是 真 的 ; 若 此 不 等 式 为 严格 不 等 式 ( 二 ), 则 称 GCs) 是 严 
格 真 的 。 可 以 证 明 这 两 种 情形 相当 于 下 面 的 两 个 极限 式 子 , 即 : 

G(s) 为 真 limG(s) 一 Gu ( 非 零 常数 矩阵 )， 

G(s) 严 格 真 : limG(s) 二 0( 和 矩阵 )。 


只 有 G(s) 是 真 的 或 严格 真 的 , 它 所 表征 的 系统 才 是 可 以 用 实 
际 的 物理 元 件 来 构成 的 ,或 才 是 能 够 正常 地 工作 的 。 


s 十 9s++ 26 sS 十 9 1 
] 
SS3 十 9s2 十 26s 十 24 


G(s) = 
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》8 舒 尔 定理 及 矩阵 的 加 分解 


舒 尔 (Schur) 定 理 在 理论 上 很 重要 , 它 是 很 多 重要 定理 证 明 的 
出 发 点 。 而 矩阵 的 CR 分 解 在 数值 代数 中 起 着 重要 作用 ,是 计算 矩 
阵 特征 值 及 求解 线性 方程 组 的 一 个 重要 工具 。 本 节目 的 是 介绍 这 
两 个 结果 。 下面 的 讨论 是 在 酉 空间 0" 内 进行 的 ， 
定理 1( 舒 尔 ) 车 4ECx… 则 存在 查 和 矩阵 7 ,使 得 
vsAUV 一 了 ， 
这 里 了 为 上 三 角 和 矩阵 ,7 的 4 主 )? 对 角 线 上 的 元 素 都 是 4 的 特征 值 . 
证 明 设 4 的 特征 值 为 2 ,ja,… ,人 。 若 所 为 4 的 属于 为 的 单 
位 特征 向 量 。 把 s 扩充 成 c 的 一 组 基 ; 
£1 9 P29 9 让。 
对 它 进行 正 交 化 .单位 化 ,可 以 得 到 一 组 标准 正 交 基 
6 人。 (1) 
以 这 组 基 作 列 向 量 构成 的 矩阵 
1 一 (e1112 …。 ,1 ) 
为 本 矩阵 。 由 于 
AU! = (046 A °°, Arn) = hei, A AT )， 
所 以 
如 


7 t a 
Uf AU, = (Ne, A12,*** ,Arn ) 。 


Dad) 


一 9 


ne. 
注意 到 df2t 二 丸 |a| 二 入 及 向 量 组 (1) 的 正 交 性 , 则 有 
yr AU, = 的 


9 
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易 知 z 一 1 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 2,…，, 和。 设 eEEC-' 为 标的 属 
于 的 单位 特征 向 量 , 又 重复 上 述 步骤 , 则 又 有 一 1 阶 本 矩阵 
7: ,使 得 


心 


i1 0) 
"= | wm 
则 VY 和 UV; 都 是 z 阶 本 矩阵 ,因而 VYUfAUV4V, 具有 如 下 形式 


x 
Vy UY AUIV, = | 县 : | z 
hz | 
继续 这 种 作法 , 便 得 到 7 一 i 二 +i 阶 的 西 矩阵 C= =1 2 一 上 ) 以 
及 ， 阶 凋 和 矩阵 世 62.3，sa 1 仿 
i Ue 
则 如 为 # 阶 西 逢 阵 , 目 V45 便 给 出 了 所 要 求 的 形式 。 又 VAU 二 了 
是 上 三 角 和 矩阵 ,显然 7 与 4 有 相同 的 特征 值 . 证 毕 。 
注意 ,者 4 是 实 埠 阵 , 是 4 的 特征 值 恰好 全 为 实数 时 * 则 特征 
向 量 可 选 为 实 向 量 , 而 上 述 步 又 可 以 在 实数 运算 下 来 完成 ,因而 0 
可 选 为 ( 实 ) 正 交 和 矩阵 。 
因 7 为 西 托 阵 ,Z7=, 即 及 一, 故 舍 尔 定理 的 结论 亦 可 
以 氢 述 为 : 任 一 复数 方 阵 都 可 以 本 相似 于 上 三 角 和 矩阵 ， 
仿照 这 定理 的 证 明 可 以 得 知 ， 在 定理 的 氢 述 中 * 上 三 角 和 抢 阵 ” 
形成 “不 三 角 和 矩阵 ? 亦 是 可 已 的 ,当然 它 相 应 各 于 矩阵 后 前 者 不 同 
浆 定 演 科 的 亿 征 活用 上 三 角 秆 人 竹 部 不 是 唯一 的 。 
应 用 定理 1 可 以 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 2 设 4EC…, 则 有 可 道 矩 阵 P, 使 得 
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和 je bi 
P-!4P = 2 
0 入 
而 且 之; 151<, 其 中 。 是 预先 给 定 的 任 一 正 数 ， 
证 明 由 定理 1, 存 在 西 矩阵 0, 使 得 
和 Pi 
@-!498 = 
0 和 
令 F=diag(r ,7r’,.* ,7") ,7 为 非 零 常数 , 且 取 7 一 8 , 则 有 


和 7pi 7203 … rp 


如 72pz px 


0 本 
A bz bs … Du 
B23 … 0 


对 给 定 的 之 0, 可 选择 ", 使 得 


2 40,1 <~E 


i jl 


. 成 立 . 证 毕 。 
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现在 我 们 转 到 另 一 重要 定理 , 它 为 计算 特征 值 的 数值 方法 提 
供 了 重要 理论 依据 ， 

定理 3(QR 分 解 定 理 ) 设 4 为 4 阶 复数 矩阵, 则 存在 酉 矩阵 
4 及 上 三 角 和 矩阵 RE, 使 得 


A = QR, 
证 明 ”把 和 矩阵 4 写成 分 块 窍 阵 形式 
J4 一 (alyazy…yas)， 


其 中 必 为 4 的 第 ;个 列 向 量 ,) 王 1,2,…… 和 aa 注意 , 问 量 组 ca，…， 
a, 未 必 是 线性 无 关 的 , 亦 即 它 可 以 不 是 本 空间 C 的 一 组 基 。 现 在 
我 们 从 这 组 向 量 出 发 ,用 下 述 方法 (类 似 于 上 章 介 绍 过 的 施 密 特 正 
交 化 过 程 ), 首 先 构 作 一 组 可 以 包含 零 向 量 在 内 的 “ 正 交 问 量 组 ” 
(已 讲 过 : 零 向 量 与 任何 向 量 正 交 ) 。 

若 @ 一 %, 则 取 qi 二 0; 若 m 天 9, 就 取 


| 
dT (afa) ve 


接着 作 回 基 
ys 一 az — (qiaz)qi, 
如 果 ys 二 0, 就 取 qz 二 0; 若 yz 天 0, 就 取 


y》2 
(yf y2)! 1 | 


如 此 继续 下 去 , 求 出 qi» d2 "°° ,q:-1 后 , 作 


上 一 外 


若 痰 一 9, 则 取 qd 一 6; 符 y 天 6, 就 取 

Ee Vr 。 一 es 儿 

4 一 ee Re 

可 以 验证 Q,yz,ys.… ,为 “ 正 交 向 量 组 ”( 它 可 以 含有 和 零 癌 量 )， 

从 而 qd .… ,gq, 是 “ 正 交 向 量 组 ”, 且 每 个 向 量 9 或 为 零 问 量 ,或 

为 单位 向 量 , 而 且 每 个 o 是 ,ary.…' ,a 的 线性 组 合 . 反 过 来 上 述 
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作法 保证 每 个 a; 是 q,,q:,…,q; 的 线性 组 合 。 因 此 存在 复数 7 使 
得 
a Sa (j= 1,2,. ,1) (1) 


若 对 所 有 k 汪 j, 令 ry 二 0; 而 对 所 有 使 q; 二 9 的 每 个 i, 仿 rj=0 
G=1,2,……2), 则 经 过 上 述 过 程 ,上 三 角 和 矩阵 R= (mi),x: 及 癌 量 
di G2， ”Gd 均 由 O902 ,°°° ,On 所 确定 矩阵 2 二 (qi;qz，， 4,) 的 列 : 
蚌 两 两 正 交 的 ,但 有 些 列 向 量 可 能 是 零 向 量 , 下 过 (1) 式 表明 这 时 
已 有 4 一 QR. 但 由 于 这 样 得 到 的 4 可 能 仍 不 是 西 和 矩阵, 所 以 还 需 作 
如 下 处 理 。 

取出 & 中 的 所 有 非 零 向 量 w,,g.，…'g, (标准 正 交 组 ), 并 把 它 
扩充 成 2 的 一 组 标准 正 交 基 : 

Qi yd di 多 1 入 29 ”9 各， 
数 ? 当然 恰 为 8 中 零 列 向 量 的 个 数 ， 现 以 二 代替 @ 中 第 ;个 零 列 
向 量 (i=1,2,…,7) ,用 表示 这 样 替代 后 由 8 产生 的 和 窍 阵 . 因 
的 新 列 ( 即 8 中 经 用 xs 取代 第 i 个 零 列 所 得 到 的 列 ) 与 R 中 的 零 行 
(注意 上 述 % 一 0 的 作法 ) 相 对 应 ,于 是 人 必 有 标准 正 交 列 , 且 QR= 
98, 故 4 一 4 有 R 便 为 所 求 的 分 解 式 。 证 毕 ， 

这 个 定理 的 特殊 情况 是 : 当 4 为 可 道 矩 阵 时 , 则 可 取 尽 为 具 
; 正 对 角 元 的 上 三 角 和 矩阵 ,并 且 这 时 的 @,R 才 是 唯一 的 .此 外 , 当 

为 实 矩 阵 时 ,0,R 都 可 取 实 矩阵 . 


$9 矩阵 的 奇异 值 分 解 


本 节 介绍 的 下 述 定理 , 称 为 矩阵 的 奇异 值 分 解 定理 , 它 是 在 讨 
论 最 小 二 乘 问题 和 广义 道 矩阵 计算 以 及 很 多 应 用 领域 中 有 着 关键 
作用 的 一 个 定理 ， 
定理 1 设 4Ec"”, 则 存在 酉 矩阵 P, ,使 得 
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ee [ 
“10 0 


这 里 2 一 diag(d ,ds,*… ,4d,), 有 有 人 之 ;之 … 之 4 记 0， 
(一 1， 2, 7) 称 为 4 的 奇异 值 , 而 


称 为 矩阵 4 的 村 异 值 分 解 式 。 

证 明 设 B=4"4, 则 Br 二 (A444)*=A:(44)*= 二 A444 二 B, 即 B 
为 阶 尼 米 特 矩 阵 , 可 以 证 明 ( 见 注 )B 的 特征 值 均 非 负 值 . 设 这 些 
特征 值 为 媳 , 召 ,… ,如 ,其 中 之 d1 之 … 之 4,0, 而 其 余 的 4 均 为 
零 ， 设 qi ,qz，…，qg。 为 B 的 对 应 于 di ,di,** ,d? 的 标准 正 交 特征 向 
量 ， 令 


© = (V1,0:)， 
其 中 Qi = )g), Qi = (qtis'" ,Gs)。 - 
则 有 
Qi A" 4 = DD. (1) 
于 是 
D-QOV A* AQ1D™! = BB. (2) 
又 由 8; 的 定义 可 得 
Qf A” AQ? 一 0( 和 矩阵 ) 9 
从 而 
AQ: 一 0( 和 矩阵 ) ，。 (3) 
又 令 P= 二 401.D7', 则 (2) 式 可 写 为 
PP 一 有 。 (4) 


(4) 式 表明 P, 的 列 向 量 两 两 正 交 。 又 总 可 以 用 正 交 化 过 程 选 出 m 

一 ?个 向 量 p+ pr+i，… ,Pa, 使 它们 和 Pi 的 各 个 列 向 量 构成 ” 维 

西 空 间 C 的 一 组 标准 正 交 基 。 又 记 P: 一 (p,+iyp-+2， Pn) ,NM P= 

(Pl,P1) 为 一 酉 矩阵 。 
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下 面 证 明 以 上 作出 的 ,8 即 为 定理 中 所 需要 的 本 矩阵 。 因 为 
Pr AQ! | 


4 4 (5) 
Py40， PY4Q; 


| 


由 (3) 式 可 知 : 
P14Q1 二 PYAQ: = 0( 和 矩阵 ) 。 
又 由 (1) 式 及 Pl 的 定义 可 得 
D-1044"AQ, = PYAQ! = D ， 

而 

pyAQ, = PYAQID-ID = PPD, 
由 P; 的 选择 方式 可 知 PP 二 0( 和 矩 阵 ) ,所 以 有 

P44 二 0( 甜 阵 )， 

故 (5) 式 化 为 : 


证 毕 ， 
门 注 ; 设 < 为 444 的 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 , 则 由 4”4x 
-Mrx, 即 有 424x 一 hxsz 于 是 (4x)"(4x) 一 Mxsx 即 
Ce de 
但 (zx,x) 六 0,C4x,4x) 莹 0 所 以 MP0 


I， 者 4 一 有 试 证 4 的 特 行 储 只 能 其 二 1， 

的 
正 整数 ;又 若 * 是 4 的 展 于 转注 省: 电 忆 全 滞 量 二 证 二 的 必 如 从 从 入 富 
特征 向 量 是 什么 ? 

3. 若 阶 矩阵 4 的 任意 一 行 中 # 个 元 素 的 和 都 地 4. 试 注 .4=4 是 4 的 
特征 值 , 且 x=(1,1,…,1)7 是 4 的 对 应 于 4 的 特征 向 量 ， 


Et 
tk 
~ 
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4. 下 列 矩 阵 能 否 与 对 角形 矩阵 相似 ? 者 4 能 与 对 角形 矩阵 相似 , 则 求 
出 可 道 矩阵 P, 使 得 P-'4P 为 对 角形 矩阵 ， 


(1) 4=-[。 2 


5 —3 2 
(2) -| —4 | 
4 一 4 5 
0 1 0 
(3) 4=|—4 4 , 
—2 1 2 
5. 者 4,B 均 为 a 阶 方 阵 , 且 有 一 个 可 逆 , 证 明 4B 与 B4 相似 , 且 有 相同 
的 特征 多 项 式 。 
6. 在 复数 域 上 , 求 下 列 和 矩阵 的 约 当 标准 形 ， 
1 一 1 2 ye 
(1) |3 一 3 :| (2) -: 一 5 :| 
2 一 2 4 -4 —10 3 
3 0 8 4 5 —2 
(3) | 3 一 1 (4) 区 一 2 | 
-2 0 -5 -1 -1 1 
7. 证 明 :复数 域 上 的 任意 = 阶 方 阵 4, 都 存在 可 逆 方 了 泗 P, 使 得 P-'4p 
为 上 三 角 和 矩阵 。 


8. 证 明 ,(1) 方 阵 4 的 特征 值 全 是 零 的 充 要 条 件 , 是 存在 自然 数 四 ,使 
得 全 一 0( 和 矩阵 )， (2) 着 如 二 0( 和 矩阵 ), 则 |4 十 8|==1， 
9. 求 下 列 多 项 式 矩 阵 的 史密斯 标准 形 ， 


入 一 入 2X 


1 一 2 天 A 
(1) © | 4 4 + 
hz-51 3》 1 十 姑 和 因 一 
iT 0 0 
(3) | 0 2 0 
0 0 (十 1 
并 求 出 上 述 矩 阵 的 不 变 因 式 及 初级 因子 ， 


10. 利用 特征 多 项 式 及 哈密 顿 - 开 葬 定理, 证明: 任意 可 逆 和 矩阵 4 的 逆 
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阵 4-' 都 可 以 表示 为 4 的 多 项 式 。 


11. 设 
了 -i 
4= ( ] 
2 5 


证 明 :5=24: 一 124 十 194: 一 294 十 378 为 可 逆 和 拖 阵 ,并 把 B-! 表 示 成 4 的 多 
项 式 。 
12. 若 4,B 均 为 * 阶 方 阵 ,又 8 一 4B 可 逆 , 证 明 : 
(EB — BA)-'= E+ DBE- AB)-'A, 


1! 0 0 
|! 0 1 | 
0 1 0 


证 明 : 当 % 之 3 时 ,4 和 r= 二 4 十 龙 一 ,并 求 41%， 

14. 若 4 满足 4: 十 4 二 25, 证 明 4 可 与 对 角形 和 矩阵 相似 ， 

15. 证明 :任意 方 阵 可 表示 为 两 个 对 称 方 阵 的 冬 积 , 且 其 中 一 个 是 可 逆 
的 。 

16. 判别 下 列 多 项 式 和 矩阵 对 是 否 为 右 互 质 移 : 


13.。 设 


一 


入 十】 0 
(1) DOD 一 [ ,NG 一 C 二 2, 二 1D 
入 十 2 一 2 4 一 1 
0 一 (4 十 1)*:(4 十 2) A 0 
2) D(2) 一 ,N(4)=| 
ee Po A 十 2 ] es: 网 | 


17. 判别 下 面 的 多 项 式 和 矩阵 W(?) 是 否 为 列 茎 约 和 行 既 约 : 


十 和 2 十 1 2 十 1 212 十 2 十 1 

M(A4) 二 19221 十 和 一 1 0 - 2 十 

| > 22 一 和 

18. 求 分 式 矩 阵 
『 和 ,i 
(2 十 1 人 (2 十 2) (十 | 
C(7) 一 
元 二 入 一 记 
《十 2)3 (A 二 27? 


的 史密斯 -麦克 米 伦 标准 形 及 G(%) 的 一 个 右 分 解 。 


第 四 章 ” 息 阵 函 数 及 其 应 用 


本 章 在 引入 向 量 和 竹 阵 的 范 数 及 极限 的 基础 上 , 信 助 抢 阵 竺 
级 数 来 定义 矩阵 函数 ,同时 讨论 了 函数 矩阵 的 微分 .积分 。 以 这 些 
常 被 称 为 矩阵 分 析 方 面 的 基本 知识 为 工具 ,将 讨论 线性 系统 中 的 
几 个 问题 . 


31 向 量 范 数 


在 实 内 积 空 间 及 酉 空间 中 ,我 们 通过 向 量 的 内 积 定 义 了 向 量 
的 长 度 |x|= V(x,x)。 长 度 概念 的 引入 已 对 问题 的 讨论 扮演 过 重 
要 的 角色 ,对 于 一 般 的 线性 空间 ,我 们 可 否 引 入 一 个 类 似 长 度 而 又 
比 其 含义 更 广泛 的 概念 呢 ? 所 谓 向 量 的 范 数 便 是 这 样 的 一 个 概念 。 

若 V 是 实 内 积 空 间 ,x,yEF 为 任意 向 量 ,a 为 实数 域 & 中 任 一 
元 素 , 则 了 中 向 量 的 长 度 具 有 下 列 三 个 基本 性 质 : 

(1) 当 x 天 8 时 ,都 有 |zxl 二 0; 

(2) Jax|=|a| .jzx|; 

(3) |x 十 y| 委 jx| 十 |y| 。 

车 Vr 为 本 空间 ,我 们 已经 知道 ,只 须 将 上 面 “a 为 实数 域 R 中 
任 一 元 素 ” 改 说 成 “a a 
也 具有 上 述 三 个 性 质 ， 

特别 地 ,对 于 欧 氏 空间 所 及 本 空间 C ,其 向 量 的 长 度 当然 也 
具有 这 三 个 性 质 , 而 且 还 可 用 向 量 的 坐标 更 具体 地 表示 出 来 。 

现在 我 们 考虑 一 般 的 线性 空间 。 因 为 在 其 中 未 定义 向 量 的 内 
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积 , 所 以 不 能 按 上 述 方 式 把 向 量 的 长 度 概念 照搬 进来 .但 我 们 希望 
在 一 般 的 线性 空间 里 ,也 引入 向 量 的 某 种 度量 概念 ,并 使 之 保持 上 
述 的 向 量 长 度 的 三 个 基本 性 质 . 这 样 ,我 们 就 有 下 述 向 量 范 数 的 定 
公 

定义 1 设 了 是 数 域 P 上 的 线性 空间 。 若 对 于 了 中 任 一 向 量 
x, 都 有 一 非 负 实数 ‖ x 上 与 之 对 应 ,并 且 满 足下 列 三 个 条 件 ， 

(1) 正定 性 : 当 x 关 86 时 ,都 有 x 之 0; 

(2) 齐 次 性 ;对 于 任何 a€P, 有 ax 二 Vai。jxl; 

(3) 三 角 不 等 式 ; 对 于 任何 x,yEV ,都 有 : 

lx 十 y1 xl 二 yl。 

则 称 非 负 实 数 | x | 为 向 量 x 的 范 数 。 简 言 之 ,向 量 的 范 数 是 定义 
在 线性 空间 上 的 非 负 实 值 函数 。 

这 样 , 实 肉 积 空间 及 酉 空间 中 向 是 的 长 度 jxj= V (xz,x) 都 是 
向 量 的 范 数 , 因 为 |x| 满 足 定 义 1 中 上 x 上 的 所 有 条 件 ， 

酉 空间 C 的 向 量 范 数 x | 用 疝 量 长 度 |x| 来 定义 时 ,我 们 记 
作 上 x 全:。 亦 即 : 


lxl: = |x| = Vxx’ = 263 a sl 


(对 每 个 % 一 《elyez * ,64) €0). 

当然 , 西 空间 或 实 内 积 空 间 的 向 量 范 数 并 不 都 是 前 面 所 说 的 
向 量 的 长 度 。 

例 1 者 对 西 空间 CX 的 每 个 向 量 x 一 (4 人 和) 定义 
{xl = max |6| 
则 易 证 它 是 4 中 的 向 量 的 范 数 。 

事实 上 , 当 x 关 6 时 , 则 2&1,61,…,6 不 全 为 埠 。 故 上 x 上 -= 
max |&.|>0, 又 对 任意 a€C, 有 


ax | ~ = max laé:| 
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=|al， max | | 
ee li 二 


=|al .1 x.. 
“最 后 ， 我 们 来 证 明 三 角 不 等 式 也 成 立 。 a 
C" 中 另 一 个 任意 向 量 , 则 
x+ yl =maxls tn 


< max | | 十 max la 


一 xl- 二 11。 
这 就 证 明了 | x |- 是 C* 中 一 种 向 量 范 数 。 
例 2 对 于 任意 的 x 二 (61, 红 ,… ,6.) EC ,规定 


x = De 


则 汗 x i 也 是 空间 C0 的 向 量 范 数 。 : 
证 明 (2) 当 x 天 8 时， 则 61»62,°° ,6. 不 全 为 零 , 从 而 


l= Dsl> 0 
(2) 对 于 任何 a€C, 则 
lox ll = > lee = Dalle = el [xl,; 
(3) 本 … ,7 )ec 为 任意 向 量 , 则 
EE Fe Dat nD : 


十 xj 有 ;十 TE 
即 三 角 不 等 式 也 成 立 。 
一 般 地 ,可 以 证 明 : 看 定义 


站， = (Siar) 人 了 


则 上 x4 ,也 是 西 空间 冯 的 向 量 范 数 ， 称 为 向 量 * 的 z- 范 数 。 


这 一 点 ,证 明 是 相当 繁复 的 ,在 此 就 不 作 介绍 了 . 
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eh 


关于 


显然 , 当 p= 1 时, 即 为 例 2 的 范 数 填 x | '; 当 p= 二 2 时 , 即 得 到 


上 面 讲 过 的 范 数 | x | :一 | > |*。 现 在 我 们 来 证 明 : 
xl- = lim 上 x |, 一 max1$| 《〈 例 1 的 范 数 )。 
证 明 当 x 一 6, 上 式 显然 成 立 。 故 只 需 对 非 零 向 量 x 加 以 证 
明 。 令 o 一 max15|, 则 有 


7 


2 
? 


-[ 守 "1 
0Y 


-ol SA)” 
这 里 = | 生 |<1, 又 至少 有 一 个 有 =1, 所 以 有 
1 < Pp. 


因此 ， 


又 因为 mm ==1, 所 以 


liml 2 
从 而 站 
im (Dl = 
即 一 


| xl ~ = maxlél, 


由 稍 面 的 讨论 可 见 ， 有 限 维 线性 空间 (如 RR 及 0) 上 可 以 引入 . 
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各 种 各 样 的 向 量 范 数 . 范 数 的 种 数 可 无 穷 多 ,但 这 些 范 数 之 间 有 重 
要 的 关系 ， : 

定理 1 对 于 任何 有 限 维 向 量 空 间 V 上 定义 的 任意 两 种 向量 
范 数 盾 x 上 .及 上 x ,都 存在 两 个 与 x 无 关 的 正 的 常数 Cl ,Ci, 使 
得 对 V 中 任 一 向 量 *, 都 有 

lxl ,Clxl,, lxl,<clxl, 0) 

满足 (1) 的 两 个 不 等 式 的 两 种 向 量 范 数 称 为 等 价 的 。 因 此 , 定 
理 1 亦 可 叙述 为 :有 限 维 向 量 空间 上 的 不 同 向 量 范 数 是 等 价 的 . 

证 明 为 简单 起 见 , 我 们 仅 就 实数 域 尺 上 的 = 维 线 性 空间 了 
来 证 明 这 一 定理 . 其 实 对 于 复 空间 V( 如 酉 空间 CC) ,证 明 也 是 类 似 
的 、 

设 e1,e:,…,e. 是 V 的 一 组 基 , 于 是 V 中 任意 向 量 x 可 以 表示 


xX 一 上 el 十 4es 十 … 十 es 


xl 一 v 汪 十 如 十 … 十 名 。 

由 前 所 述 , 它 显然 是 一 种 向 量 范 数 。 又 给 定 的 范 数 | x | . 具有 形 
式 
| zx. 一目 el 十 es 二 + + be, ll,. 

现在 我 们 来 证 明 | xi .与 上 由 x|* 等 价 ， 
上 述 的 | x | 。 可 以 看 作 世 个 变量 6136029 °° > Oa 的 函数 , 记 
p6162.°" 6) = | xl., 
现在 证 明 p(&.,6;,…,6.) 是 连续 函数 ， 
设 另 一 向 量 为 
x 一 el 十 zez 十 … 十 Aes， 
其 范 数 为 
| x .一 w(6 6), 


定义 


则 有 
|p(& Kd ye ) 一 VCo，c:， °° 64) | 
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一 | ix 和 一 站 zx 
过 | x 一 xjj。 (见习 题 四 ) 
= (6 ti)e 十 (62 一 62)es 二 十 (一 6)e,|， 
| 和 | 人 
Fe 6 es ve 
因为 下 ej.G 一 412) 是 常数 ,因此 当 反 与 点 充分 接近 时 ,9 
(2 和 ) 束 充分 接近 oem) 即 peye 人 和) 是 一 
个 连续 函数 ， 
根据 连续 函数 的 性 质 , 可 知 在 有 界 闭 集 
二 {XxX 二 (ee 他 十 各 十 十 各 一 二 
上 ,函数 上 x ,==g(&1, 如 ,….&) 可 达到 最 大 值 M 及 最 小 值 m。 而 
当 xEW 时 ,显然 尖 9, 因此 有 n>>0。 又 记 


ds 2 (x = (él,é2,' ,6) EV). 


则 向 量 

ee 
的 分 量 满足 

中外 -， 

因此 > 人 E 砍 ;于 是 

0 二 my|。 ==9| 生 , 银 ,… 人 < M. 
由 x 二 dy 得 

| >x | ,= | dy 站 .= 1d| “。 ||y>| .一 d。 上 > 下。。 
再 由 上 式 即 得 

和 | xj|. 委 Hd， 

即 


mllxls< fx.<MIxl;,. 
143 


若 取 Cl 二 MM.Cs==1/m, 则 由 此 不 等 式 即 得 ; 
lxl.Olxls, Hxtsc;|xl.. 
这 就 证 明了 xi. 与 上 x 上: 是 等 价 的 。 
同样 可 以 证 明 1 x, 与 上 xHs 等 价 ， 
xl,C xhs, ss 和 cx， 
因而 有 
x ,CC li x | ,, | xl, < Cc) x|.., 
即 中 x ,与 中 x 中 ,等 价 。 定理 证 毕 。 
一 个 向 量 xEC", 按 不 同 公式 所 定义 的 向 量 范 数 ,其 大 小 一 
般 不 相等 。 例 如 , 当 取 x=(1,1,…, DEC, 则 : 
tx = Vn,txl,=n, xl 一 1， 
但 在 考虑 向 量 序列 的 收敛 性 时 , 则 效果 是 一 致 的 , 即 此 序列 在 一 种 
范 数 定义 下 收敛 , 则 在 另 一 种 范 数 定义 下 亦 收敛 , 且 极 限 相 同 。 这 
也 就 是 所 谓 向 量 范 数 的 等 价 性 ,上 面 的 定理 1 就 用 不 等 式 刻 划 了 
这 一 性 质 . 注意 :在 无 限 维 线性 空间 中 ， 两 个 向 量 范 数 是 可 以 不 等 
价 的 、 


$2 纤 阵 范 效 


一 个 mXn 矩阵 也 可 以 看 作 是 一 个 mn 维 向 量 ,因此 可 以 按 向 
量 范 数 的 办 法 来 定义 范 数 。 但 矩阵 还 有 和 矩阵 之 间 的 乘法 运算 , 因 
此 ,对 于 wnXn 的 方 阵 4, 我 们 定义 它 的 范 数 如 下 。 

定义 1 在 Px* 上 定义 一 个 非 负 实 值 函数 41 (对 每 个 4E 
Px*), 如 果 对 任意 的 4,BE P'** 都 满足 下 列 四 个 条 件 ; 

(1) 正定 性 : 车 4 关 0( 矩 阵 ), 则 41 过 0; 

(2) 齐 次 性 : 对 任意 a€P, 有 a4 =1al .上 41; 

(3) 三 角 不 等 式 : 上 4 十 8 声 上 41 十 B14，; 
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(4) 148 和 4 Bl, 

则 非 负 实 函 数 | 41 称 为 >Xz 方 阵 的 范 数 ， 

与 向 量 的 情形 一 样 ,矩阵 也 可 以 有 各 种 各 样 的 范 数 ,而 且 在 大 
,多数 情况 下 ,矩阵 范 数 常 和 向 量 范 数 混合 在 一 起 使 用 ,因此 我 们 考 
虑 的 一 些 矩 阵 范 数 ,应 当 使 它们 与 向 量 范 数 联系 起 来 .下 面 的 概念 
就 及 映 这 种 联系 . 

定义 2 奉 对 任何 4E P'** 及 4% 维 列 向 量 xE 疡 , 方 阵 范 数 
| 4 能 与 某 种 向 量 范 数 上 x 上. 满足 关系 式 

| 4ax| .< 4l :x|,, 
则 称 方 阵 范 数 | 41 与 向 量 范 数 上 x 上, 是 相 容 的 。 

可 以 证 明 : 

1) P'* 上 的 每 一 种 方 阵 范 数 , 在 疡 上 都 存在 与 它 相 容 的 向 量 
范 数 ; 

2) 疡 “上 任意 两 种 方 阵 范 数 |1 41。 141 都 是 等 价 的 , 即 存 
在 两 个 与 4 无 关 的 正 数 Cu,C:, 使 得 

la4l。<cCl| al;s, lAls<Cl 4, (vA4E€ PY'); 

3) 铬 4= (a),x,:E0x*, 则 


| A | E 一 > la | 一 wtr(C424) 
是 一 种 与 向 量 范 数 | x | := ,| >)16: 相 容 的 方 阵 范 数 , 称 为 
Fnobenius 范 数 (xEC") 。 
前 两 点 的 证 明 从 略 。 兹 证 3) 如 下 ， 
(1) 当 4 经 0( 答 阵 ) , 则 上 4 有 ,二 0( 短 阵 ) 显 然 成 立 ; 
(2) 对 任意 *E€EC, 则 


| #4 | 一 
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=, | [tl 2 layl 


tj=1 


=|k|» 41,; 


(3) | 4+B = > lotbsl’ 
1 j=! 


CO 


Vek t lel t2le, | ll) 


一 qq 


"| A 二 + 中 Bi ,十 2 | 之 ou ,| > bol 
i j=1 ij 一 1 


= VA IBA Bl 


2 |aiib; 二 a2b2; 十 各 ai.b,; | : 


i 二 | 


< Dadstet las) bls+e + bs)?) 
1.J==] 

一 | > ， 号 | 。 | > [bl? 
i, j= 1 to jwl 


A a 
(5) 设 x 二 《了 Oly ,6 ) EC,A= (ay )。xs EO", 今 


D1 


(14) | MD | 让 守 


7, z 


专 注 : 此 处 应 用 不 等 式 ( Zab):< (之 ra2) ( ie), 这 里 二 为 非 负 实 
煞 ,i 一 1 ,2,… ,In) ， 
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| 4x | ,= | y | z=, Snl 


Bow 


= | 2) | aoc 十 az 十 … 十 ane。 |? 
t= | 
< | Dyanl * [elt 二 |a | » | 


> 9 [6.1?) 


-= > ao AL 


| 417 xl 
即 上 41 * 是 与 向 量 范 数 | x | : 相 容 的 矩阵 范 数 . 证 毕 。 
F- 范 数 的 优点 之 一 是 乘 以 酉 矩阵 V 后 不 变 ( 在 实 和 矩阵 的 情形 
下 是 乘 以 正 交 拖 阵 后 不 变 ), 即 


从 


vall,= | 4), = Havil,. 
事实 上 ， 4 
| 41， =trL (UA)" (VA)] 
=tr[A*CUSU)A] 
一 tr[424] = | 41,, 
即 人 4 一 1 41,. 


又 因为 1 4 一 站 4 下 县 更 也 是 本 矩阵 帮 由 上 面 的 结果 
即 得 : 
avd;y = DW = Ha = 4 = 4 | ,. 
由 此 可 知 .4 的 西 相似 矩阵 的 F- 范 数 是 相同 的 , 即 : 
若 有 一 玫 417, 则 于 有 1 一目 4。 
除 F- 范 数 外 ,下 列 三 种 也 是 比较 常用 的 矩阵 范 数 ， 
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1) 1 41 = max 之 6,| 《〈 列 模 和 最 大 者 )。 


2) 1 41 -= max 之 ,los| 《〈 行 模 和 最 大 者 )。 
3) 141 := VNUm (hr 是 444 的 最 大 特征 值 )， 
口 注 : 因 (444)4 一 4 (47)* 二 A+4, 即 A!4 是 Hermite 矩阵 , 它 
对 应 的 二 次 型 
f(x) 一 za(444)z 一 (4z)4(4z) = yry 守 0 
是 正定 或 半 正 定 的 ,因此 它 的 特征 值 都 大 于 或 等 于 零 。 


到 此 为 止 ,我们 已 把 向 量 和 和 矩阵 的 范 数 作 了 一 个 初步 的 讨论 。 
这 主要 是 为 本 书后 面 的 一 些 章节 服务 的 ,同时 也 为 读者 进一步 的 
学 习 和 应 用 打下 基础 。 在 数值 分 析 及 各 种 优化 问题 的 讨论 中 ,矩阵 
或 向 量 的 范 数 都 有 重要 的 应 用 .例如 在 摄 动 理论 中 ,需要 考虑 当 方 
阵 4 有 摄 动 (微小 变化 ) 而 变 成 4 十 * 时 ,方程 4x=b 的 解 有 何 变 
化 ? 4 的 逆 阵 及 4 的 特征 值 又 怎样 变化 (4 为 可 北方 阵 )? 这 些 问题 
的 解决 都 有 赖 于 向 量 和 矩阵 的 范 数 。 欲 知 其 详 ,可 参考 书 示 所 列 的 
参考 书 ， 


8 3 提 量 和 经 隐 的 要 


定义 1 车 x = (Ef, cp, ’ 649) EC Cm 一 1,2,.…) ,如 时 
存在 极限 a z 

limé!" = 6 (i 一 | 2 *,1), a 
则 称 酉 空间 人 的 向 量 序列 {xo } 禾 效 于 向 量 X— (6 62,"° ,6.) ,并 
记 为 和 pt ee Pa 


Cm) 


limx' ”一 x 总 ee 


WN- OO 


换言之 .向 量 序 列 的 级 要是 按 坐 标 序列 的 彼 限 来 定义 鸭 。 当 向 量 序 
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列 不 改 敏 时 ;也 轴 做 发 艇 的 ， 
定理 1 人 
px 一 xlim x 一 x 二 0 〈 对 任 一 向 量 范 数 

1 .1)。 i 


证 明 利用 向 量 范 数 的 等 价 性 ; 易 知 只 要 对 一 种 向 章 范 数 进 
行 证 明 ， 则 对 任何 一 种 向 量 克 数 世 能 成 立 . a 
1 xl ~. 

如 果 对 向 量 范 数 上 x ,有 : 
lim lx™"*—xi =0, 


则 由 


{m) 


外 x 一 xx 站 < 一 maxle 一 上 一 0 (m— oo0) 
li 


可 知 对 每 个 i (i 一 1,2,…,w) 有 4" 一 和 。 因 此 ， 
lim xc 一 x。 
反之 ,车 有 limx 一 x, 则 由 定义 ,这 相当 王 
E>0 (= 1,2,.,n)., 
故 对 任 给 正 数 6, 都 有 正 数 M; 存在 ,使 得 mM 时 ,都 有 
[EY 一 上 <e (= 1,2,.,n), 
若 取 MM 二 max {MM}, 则 当 m>>M 时 | 对 乔 个 了 作 : 上 述 不 等 式 
都 成 立 ， 从 而 ,m>M 时 ， 
Ix™ 一 “1 -一 maxle — &| <e. 
.这 就 证 明了 So 
iim x =0. 
定理 证 毕 。 
这 定理 表明 : 向 量 序列 {xc)) 收 敏 于 向 量 x, 当 是 只 1 当 对 任何 
一 种 向 量 范 数目 x ,序列 {上 x™ 一 x 收敛 于 零 。 因 此 +， 维 向 量 
序列 的 收 倒 问题 ， 借助 范 数 概念 为 工具 ， 就 归结 为 实数 序列 的 收敛 
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问题 。 在 研究 高 维 空间 的 收敛 性 时 ,不 仅 向 量 范 数 具有 这 个 优点 ， 
矩阵 范 数 亦 如 此 。 
定义 2 若 A, 二 (a ) ECY*(m=1,2 ;"…) ,如 果 存 在 极限 


lim cf 和) 一 i (zy7 = 1,2,. ,n), 


则 称 方 阵 序 列 {4。,) 收 敛 于 方 阵 4 一 (es)E Cx', 记 为 
lim 4h, = 4, 或 4. 一 A (m— 00)， 
当 方 阵 序列 不 收敛 时 ,也 称 为 发 散 的 。 
由 此 可 见 , 方 阵 序列 (4.} 的 收敛 性 ,相当 于 ww 个 数值 序列 
(a) (Gj 二 1,2,…,n) 的 收敛 性 。 
例如 ,者 
1 2z 一】 


二 到 mm 3m 十 2 EC caxz m= 1,2,0.., 


则 有 


: 
lim A. := | 


3 
~ 1 V-l 
与 定理 1 类似, 我 们 有 
定理 2 | : 
lim 4. = 4 lim 4 一 4 上 =0 (对 任 一 方 阵 范 数 
| 。 >》。 
证 明 ”由 方 阵 范 数 的 等 价 性 ,我 们 只 需 对 F- 范 数 进行 证 明 。 
我 们 有 : 


lim 4。 = A lim (a -一 i;) = 0 (YY 237) 


”CO 


: © lim 


00 


Shar oh(= lim[h oAlD)=0. 
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这 就 是 所 要 证 明 的 。 

定理 2 表明 : 方 阵 序列 {4.)} 收 敛 于 方 阵 4, 当 且 只 当 对 任 一 方 
阵 范 数目 ， | ,序列 上 外 4。. 一 4| 收敛 于 零 。 特 别 地 , 4。 一 0( 和 矩阵 )， 
当 且 只 当 | 4。 | 一 0 (m 一 co)。 
C “中 收敛 的 方 阵 序 列 有 下 列 基本 性 质 : 
(1) 着 lim 4 一 4, 则 对 C ”中 任何 方 阵 范 数 | |， 4。 | 有 
客 。 

证 明 ”由 于 方 阵 范 数 的 等 价 性 ,我 们 只 需 在 F- 范 数 下 作出 证 
明 。 由 于 4- 一 4, 故 由 定理 2, 我 们 有 | 4 一 4 一 0( 和 矩阵), 所 以 数 
列 | 4 一 4jv 有 界 。 故 有 非 负 实 数 Ci 使 得 
| 4。 一 41 和 Ci， 

从 而 有 

| 4 一 4 一 4 十 4 上 7 委 1 4 一 4 十 十 447 

Cl 十 4:=C 二 Cc:=0C, 

即 | 4。 中 ;是 有 界 的 。( 这 里 4 是 给 定 矩 阵 , | 4 上; 二 Ci 也 是 常 
数 ) . | 

(2) 若 4. 一 4,B. 一 B, 又 o>a,ba>b( 这 里 (an), {0b,) 为 数列 )， 
则 有 

lim (anA, 十 5.B.) 二 a4 十 0B， 
lim A.B. = 4B., 


证 明 这 两 个 式 子 的 证 明 是 类 似 的 ,我 们 只 给 出 后 一 等 式 的 
证 明 。 由 于 在 任何 一 种 取 定 的 方 阵 的 范 数 站， 外 下 ， 


| 4.B。 一 485|| = | 4。.pB。 一 4 十 4 一 4 
魏 必 4 :HB 一 BB 十 4, 一 4 上 .B11， 


0, 而 上 B1 是 确定 常数 ,当然 是 有 界 的 , 故 由 上 面 的 不 等 式 及 这 些 
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说 明 , 即 有 : 
对 任 给 正 数 。, 当 m>N, | 4.5。 一 48 | <e。 即 lim | 4 B, — 
45 | = 二 0, 故 1im 4,B, 二 4B。 


(3) 荷 4->4, 且 4! 及 4-! 都 存在 ; 则 


lim Az! = A-!, 
证 明 对 二 阶 方 阵 , 易 知 
lim |4.| = |4| 


t 


成 立 ;应 用 归纳 法 且 按 一 行 ( 列 ) 展 开 , 则 可 证 明 此 式 对 4 阶 方 阵 也 
AAS 


lim 471 = lim 一 一 
me mco i 和 14l 


下 面 我 们 来 考察 由 方 阵 4E cx* 的 赛 所 形成 的 序列 {4"} ;8， 
4.42,…4,4"+l 研究 其 收敛 于 零 矩 阵 的 条 件 。 首 先 我 们 有 

定理 5 ”lim 人 一 0( 称 阵 ) 的 充分 条 件 ,是 有 某 一 方 阵 范 数 
| 。 儿 ,使 得 141 过 1. 

证 明 ”由 方 阵 范 数 定义 的 条 件 (4), 即 有 
上 4 入 4 下 4 
因此 , 若 |1 41 <1, 则 1 41>->0, 从 而 上 4 站 ->0。 由 定理 2 便 得 
lim4" 一 0( 矩 阵 )。 证 毕 。 

nn 
和 

定理 4 lim 和 “一 0( 和 矩阵 ) 的 充分 必要 条 件 ， 是 4 的 所 有 特征 
值 的 模 都 小 于 1。 

证 明 设 4 的 约 当 标准 形 为 
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w 


TA 一 4-。 


了 《加 ) 


J， (%) 
了 了 一 
A) 
这 里 
p ] 
] 
7, (和 %) = 
1 i 
由 于 4 二 TUT 所 以 4"= 二 TJ"T-!。 而 且 
Jr (A) 
JP (hz) 
"二 z 
J2 (Cj ) 


但 是 不 难 证 明 ( 见 下 面 的 注释 ): 
f. (入) 
fin(h) 了 和) 
J (Ni) 一 i 人 


. 
站 
要 . 
Po, "ss 


r.—1) 
Fe fi) 加 CA) 


《ni 一 )1 
f(A) 一 mm 一 Dt ri 1 和 


mm 
Tm 1 是 一 人 本 要 Ts 1 


由 此 可 以 看 出 , 当 m 一 oo 时 ,下 列 各 个 陈述 的 等 价 性 : 
A" 一 0SJT" 一 0 己 每 个 让 (%) 一 0( 和 矩阵 ) 
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兮 对 每 个 汪 及 每 个 上 值 ,f (一 0c31 < 1 。 
(t= 1,2,..,7) 
这 就 证 明了 定理 4、 
口 注 : 独 


则 由 归纳 法 可 证 明 : 当 ?之 zx 时 ,都 有 天 =0( 和 矩阵 )。 我 们 指出 , 阶 
矩阵 不 具有 这 样 一 个 性 质 : 每 自 乘 一 次 ,就 恰好 把 万. 中 那 条 “全 
1 线 ” 往 左下 角 方 向 平移 一 位 (1 的 个 数 减 少 了 一 个 ), 自 乘 x 一 1 
次 , 亦 即 在 7:-! 中 ,“ 全 1 线 ” 已 退化 为 左下 和 角 单 独 一 个 元 素 1 ,而 
及: 中 的 其 他 元 素 均 为 0. 再 用 万, 去 乘 不 -又 相当 于 把 太一 中 
那个 1 从 左下 角 方 向 移 走 ,而 以 0 代替 它 . 于 是 太一 0( 和 矩阵 ?。 自 
然 有 天 + 一 斥 +2 一 … 一 0( 和 矩阵 )， 

又 显然 每 个 mw 阶 约 当 块 J. (和) 可 以 写成 如 下 形式 

J (%) = H, + AE, 

”其 中 ,是 上 述 形式 的 7; 阶 方 了 泗 。B 是 r; 阶 单位 方 阵 。 由 于 ;与 
和 8 具有 交换 性 , 即 H;。(%B)= (和 4B)。Hi, 故 注意 到 办 过 rm 时 ， 
有 一 0( 和 矩阵 ), 所 以 

JP (CN) 一 (用 +hE)" 


二 ECMT1E.: H, 二 +tCd Mp. He! 
pb 0 : 
pI mm! 0 
人 十 
| pe mar-! 0 


0 0 
m(m— 17 jn- 
十 | ”2! 于 
人 (到 一 1) 二 
2 2 一 0 0 
0.… 0 
3 : (m7; 一 1) 
0 
CH iA ritlO. 0 


若 令 知 = 二 fa(4%), 则 由 前 面 的 说 明 , 此 等 式 右 边 各 个 矩阵 的 和 也 就 
是 (* ) 式 右边 的 矩阵 。[] 


下 面 定理 给 出 了 和 矩阵 特征 值 与 矩阵 范 数 间 的 一 个 基本 关系 ， 

定理 5 和 矩阵 4 的 每 一 个 特征 值 4 的 模 |%| ,都 不 大 于 矩阵 4 
的 任何 一 种 范 数 e 41 。 即 是 说 , 14| 志 上 4 上. 

证 明 设 141=“。 作 矩阵 


1 
B = > (e 是 任意 正 数 )， 


于 是 
1 a 
4 十 上 4 十 


因此 , 当 m->co 时 ,B->0( 矩 阵 )( 定 理 3), 但 由 定理 4, 我 们 又 得 知 
矩阵 的 所 有 特征 值 的 模 都 小 于 1, 而 B 的 特征 值 就 是 = 地 , 故 


< 1。 


181 = 141 = 


1 

a 二 t 
即 ||< 之 a 十 .因为 正 数 : 可 以 任意 小 ,因此 | 外 a= 上 上 41 ,从 而 定 
理 5 得 证 。 


| 之 1， 


$4 矩阵 眶 级 数 


本 节 主 要 讨论 矩阵 震级 数 的 问题 ,因为 在 下 一 节 我 们 将 应 用 
矩阵 需 级 数 来 引入 矩阵 函数 一 这 与 解析 函数 的 情形 相 类 似 。 在 
讨论 赛 级 数 之 前 , 先 简单 介绍 一 些 矩 阵 级 数 的 基本 概念 及 性 质 。 正 
如 前 面 两 节 那 样 ,我们 所 讨论 的 矩阵 仍然 是 *xx 的 复方 阵 。 

若 给 定 0* 中 一 方 阵 序列 

4 44 4。 ……， 


则 和 式 
2 (1) 
称 为 方 阵 级 数 ,也 常 缩写 为 之 /4.。 令 
Sy = 一 


若 方 阵 序列 {Sw) 收 和 敛 于 方 阵 S, 则 称 方 阵 级 数 (1) 收 敛 , 且 其 和 为 
S, 记 为 


ge 


显然 之 /4 收敛 的 充 要 条 件 是 e 个 数值 级 数 之 ! (4.)5 收 敛 (7 一 
1,2,…,n)。 这 里 (4.)s 表 示 * 阶 方 阵 4 的 位 于 第 : 行 .第 j 列 上 元 
素 。 

又 当 这 必 个 数值 级 数 绝对 收敛 时 , 则 称 方 阵 级 数 (1) 是 绝对 
收敛 的 ， 

关于 方 阵 级 数 的 收 全 问题 ,有 下 列 基本 性 质 ， 


1) 车 方 降级 数 之 ,4。 绝对 收敛 , 则 它 一 定 收敛 , 且 任意 交换 


各 项 的 次 序 所 得 的 新 级 数 仍 收敛 ,和 也 不 改变 ， 
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这 由 数值 级 数 的 同一 性 质 便 可 推 知 . 
2) 方 降级 数 之 ,4 绝对 收敛 的 充 要 条 件 ,是 对 任意 一 种 方 隆 


范 数 | ，|| , 正 项 级 数 之 , || 4. | 收 笋 ， 
证 明 由 于 方 阵 范 数 的 等 价 性 ,如 果 我 们 能 在 方 阵 范 数 


1 4 中 1= max 之 /as 下 证 明 这 一 性 质 , 则 对 其 他 任何 方 阵 范 数 的 
情形 ,也 容易 得 知 这 性 质 也 能 成 立 ， 


现 假设 正 项 级 数 之 || 4. 上 ,收敛 , 则 由 等 式 


外 4。 i = max 2 | CA )s; | 
推 知 
| 《4。 )is 二 | A» | 1 (3,7 >= 1,2,°. ,7n)。 
故 由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ,得 知 级 数 
PAD) (ij = 1,2,3,. ,7) 


= 0 


都 收敛 ,从 而 方 阵 级 数 


34. 
绝对 收敛 ， ~ 
反 过 来 , 若 方 阵 级 数 
> 
绝对 收 敏 , 则 正 项 级 数 
SC (i,j = 1,2,.,n) 


m= 


都 收敛 ,从 而 由 这 ww 个 级 数 相 加 所 构成 的 级 数 收敛 ,因此 级 数 
2 1(4.);;|) 


m0 一 1 jl 
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也 收敛 ,但 是 我 们 又 有 
4 | =—max 2 | (4.)il 
< Hl, 


故 由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 得 知 级 数 
2 A 


wm 一 0 


收敛。 证 毕 ， 
3) 若 P,OEC ”为 给 定 卸 阵 ,如 果 方 阵 级 数 之 ,4 收敛 (或 绝 


对 收敛), 则 级 数 >,P4.0 也 收敛 (或 绝对 收敛 ), 且 有 等 式 


Sip4.0 = P(S 4)9， (2) 
中 一 目 黄 咽 上 


证 明 设 之 ,4 收敛 于 方 阵 S， 邵 
lim Si 一 上 一 4. 


Nm 0 pa 
而 由 等 式 2.,P4.0 一 P( 之 4) 取 极限 即 得 
| -= 1 i 二 =- S 
即 之 P40 收敛 , 且 有 (2) 式 。 


现 设 、v4。 绝对 收敛 , 则 由 性 质 (2)， > | 4. | 也 收敛 。 又 由 
tpPAON PH Ad Hol = PI. Hol 4o1， 
及 比较 判别 法 , 芭 知 级 数 之 。 | P4.Q 上 收 僵 ,再 由 性 质 2) , 便 知 方 

1 8 


阵 级 数 PA.Q 绝对 收敛 . 证 毕 ， 
( 注 :基本 性 质 3) 对 于 P,8 分 别 为 > 维 行 向 量 与 列 向 量 的 情 
形 ,可 以 证 明 也 能 成 立 。) 
现在 我 们 转 到 方 阵 宕 级 数 的 问题 上 来 。 车 已 给 a 阶 复 数 方 阵 
序列 {4"} 及 复数 序列 {0.) , 则 方 阵 级 数 
S04 


m=—= 0 


称 为 方 阵 4 的 舌 级 数 。 
如 果 入 ,各 ，… ,和 为 方 阵 4EC"*' 的 全 部 特征 值 , 则 
p(4) = max {| 和 %|} 
称 为 4 的 谱 半 径 。 
定理 1 若 .4EC”… 则 对 于 任 给 正 数 ”都 有 某 一 方 阵 范 数 
|。 上 ,使 得 
1 41 委 p(4) 十 e。 
证 明 对 于 4E cx", 必 有 可 道 矩 阵 PE Cx", 使 4 与 其 约 当 标 
准 形 J 相似: 


. taal bn 
这 里 tilyt22y ,tm 是 A 的 特征 值 ,而 t21 9"** ,加 等 于 1 或 0, 对 给 定 
的 :二 0, 取 对 角形 和 矩阵 
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显然 刀 可 逆 , 且 由 计算 可 得 
ti 


Etz1 tz2 
Dp “TD | 


els "一 1 tas 


对 所 给 方 阵 4, 令 
1 4 = DO-27D1 ~, 


可 验证 外 41 是 方 阵 范 数 。 回 顾 方 阵 范 数 上 81 ~ 的 定义 : 
上 181。 = ms lols 
从 而 可 得 
1 41 = 1p-D| -Smaxlt|+ max |ériile 
SS li 一 1 


< 入 p(4) 十 e。 
现在 我 们 可 以 来 证 明 本 节 的 主要 结论 了 
定理 2 若 复 变数 等 级 数 之 ,Car 的 收 敏 半径 为 R, 而 方 阵 
EC 的 谱 半径 为 (4), 则 : 
(1) 当 p(4)<R 时 , 方 阵 丢 级 数 之 /C- 人 4 绝对 收敛 ; 


(2) 当 p(4)>R 时 , 方 阵 震级 数 之 /C-4" 发散， 
证 明 (1) 因 p(4) 过 R, 所 以 总 可 找到 正 数 *, 使 得 p(4) 十 s< 
R 仍 成 立 。 其 实 只 须 取 0<e<R 一 p(4) 即 可 ,又 因为 备 级 数 之 /Cz 
在 收 傅 圆 |z| 二 R 内 绝对 收敛 ,所 以 正 项 级 数 
Y fw Cp(A) 十 2)" 


收敛 ,从 而 其 部 分 和 
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如 
Suw 一 >)|Co|(p(4) 十 6" 


请 玛 首 


有 上 界 ;Sw<<M。 
由 定理 1, 有 某 一 方 阵 范 数 | ”| , 使 得 1 41 志 p(4) 十 :。 因 
而 


ic | I 4l” 


me 0 


<Hlcle) 十 2)" 


m= 0 


=Sy 二 M, 
所 以 , 正 项 级 数 
> 1 ch | 
收 北 。 再 由 收 伍 方 阵 级 数 的 基本 性 质 2) ,我 们 就 得 知 方 阵 震 级 


数 2/C- 4" 绝对 收敛 。 
(2) 若 p(4)>R, 设 4x= 和 x, 且 总 可 以 取 x 为 单位 向 量 ， 


1%»|=p(4). 下 面 用 反 证 法 证 明 0 4h" 发散. 
如 果 它 收敛 , 则 由 上 述 基本 性 质 3) 知 级 数 


x ( > ch)x < SC hx 


m= 0 -0 


一 Sox Mx 


m= 0 


一 SC Nx 


m= 
> Cs (大 x*x = |x|’ = 1) 
0 
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也 收敛, 但 复 变数 宕 级 数 Cs” 在 收敛 国外 ( 即 当 ls|>R) 发 散 。 


现在 |%| 一 (4)>R, 故 之 ,C.2z 又 应 该 是 发 散 的 .这 是 个 矛盾 , 因 
此 证 明了 (2). 
推论 1 若 复数 宕 级 数 


SCs ~ ho)” 


”m== 0 


的 收敛 半径 是 R, 则 对 于 方 阵 4€E C0"*, 当 其 特征 值 入 ,和 %,… ,为 满 
足 
[和 一 说 |< 有 人 一 1 2. 2) 
时 , 方 阵 竹 级 数 
PCa (A 一 hpB)" (1) 


[| 


绝对 收敛 ;车 有 某 一 入 使 得 | 一 和 | 之 8, 则 方 阵 舌 级 数 (1) 发 散 。 
证 明 令 8=4 一 28. 则 因 有 ,4 的 特征 值 的 关系 为 和 一 和 一 
和 ,所 以 
p(B) = max {| 和 — %|} 
X . | 
>,Cn(4 一 jp 一 D/C. 


故 由 定理 2, 当 p(B)< 及 时 , 方 阵 震级 数 (1) 绝 对 收 和 敛 ,而 条 件 | 和 一 
ol<R (t= 二 1,2,… ,nn) ,当然 保证 p(B)<R 成 立 ; 当 有 某 个 和 ,使 得 
1 7 一生 有时, 则 ApB) 之 R, 故 由 定理 2, 此 时 方 阵 蹇 级 数 (1) 发 
敢 . 


推论 2 若 复 变数 竺 级 数 之 ,Cz" 在 整个 复 平面 上 都 收 剑 , 骨 


对 任意 的 方 阵 4E C”…, 方 阵 里 级 数 2LC-4" 也 收 剑 。 
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+ 证 明 取 一 个 适当 大 的 正 数 ,使 得 4 的 所 有 特征 值 和 (i= 1， 
2,… ,w) 的 模 均 满足 | 入 | 二 ER, 由 于 复 变 数 窜 级 数 
> Ca 


m= 0 


在 整个 复 平面 上 收 僵 。 特别 地 , 它 在 |z| 过 8 内 收敛 。 故 由 推论 1， 
方 阵 短 级 数 之 /C-4" 收 倒 ， 


835 矩阵 函数 


现在 ,我 们 可 以 像 复 变 函数 论 那样 ,利用 方 阵 突 级 数 来 定义 方 
阵 函 数 了 ， 
ee 0 


EY ee 
i 它们 都 有 确定 的 和 ,并 依次 用 。， 
sinz,cosz 来 表示 。 换言之 , 复 变数 初等 画 数 e ,sinz cosz 可 用 罕 级 数 
来 定义 ， 


Es 一 上 
i 1)"~ Cm 15Y’ 


cosz 二 1 十 > Ds 
因此 ,利用 上 节 定 理 2 的 推论 2, 可 知 对 任何 方 阵 4E C"**, 下 列 各 
ae 
5 2 42m 一 ! 时 
> 2 2 Wn > ee 


砍 一 癌 


都 收敛 。 因此 ,我 们 可 用 它们 来 定义 下 列 三 个 方 阵 函 数 ， 
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2 一 ! 
二 二 > 一 Wi 
2 A2™ 
一 -下 一 三 二 ss 


= 1 


分 别称 之 为 方 阵 4 的 指数 函数 .正弦 函数 及 余弦 函数 ,同样 地 ,由 
Intl1 十 z) = i C | 


(1 十 z)" 二 1 十 2 ek eA ami ne 1 ss zl ly 
(a 为 任意 实数 ) 
可 定义 方 阵 函数 1n(8 十 4) 及 (8 十 4)" 为; 
11)" 
In(B 十 4) = A (pM) 
Ch an 人 (p(4) = 1), 


m! 


m= 1] 


(特别 地 , (一 4)-!= >A 是 个 有 重要 应 用 的 例子 ,) 一 般 
地 ,车 复 变 数 寅 级 数 


3 


网 ze 站 


的 收敛 半径 为 R, 其 和 为 f(z), 即 
FO (lz| < 8). 


m0 


则 由 上 和 节 定 理 2, 就 可 定义 和 矩阵 函数 
f(4)= C4" (p(A) < Bi4E 0°), 


m=z 0 


现在 的 问题 是 如 何 求 出 矩阵 函数 f(4) 来 。 本 节 主 要 讨论 用 矩阵 4 
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到 


的 标准 形 来 计算 矩阵 活 数 f(4) 的 方法 ,同时 也 简单 介绍 一 下 用 多 
项 式 来 表示 和 卸 阵 苑 数 f(C4) 的 方法 ,首先 我 们 来 证 明 两 个 有 关 的 定 


理 . | 
定理 1 若 对 任 一 方 阵 , 军 级 数 之 /CmX" 都 收敛 ,其 和 为 


eo WD 


吉 二 0 


则 当 X 为 分 块 对 角形 矩阵 


号 
X， 
X 一 | 
| 
时 , 即 有 
了 (和 XI) 
(X,) 
f(X) = 2 
fCX) 
证 明 因为 
XT 
如 Xr” 
f(X) = lim >)Cn : 
Yonml 
Xr 
加 
lim 之 ,Cn 
lim SC.x? 


No 0 
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人 f(X.) 
定理 1 得 证 。 
定理 2 若 


这 


nm 二 0 


是 收敛 半径 为 好 的 复 变 数 笑 级 数 ,又 


1 4 
是 阶 约 当 块 , 则 当 1h1 二 RR 时, 方 阵 军 级 数 
Sc 

绝对 收敛 , 且 其 和 为 
f(%) 
f' (ho) 
a 

f (10) = a (1) 

ee 
人 


证 明 由 于 ,的 特征 值 为 ‰, 且 为 * 重 根 , 故 py)= 1?| ,由 
上 节 的 定理 2, 便 得 知 当 i |<<R 时 . 方 阵 备 级 数 之 /C18 绝对 收 


但 .因此 ,只 须 证 明 这 级 数 的 和 了 (6)= 之 /C73 恰 为 (1) 式 右边 的 
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矩阵 就 行 了 。 首 先 , 由 定义 我 们 有 
f(70) = limfy (J = lim 之 /Ce18， 


应 用 上 节 定 理 4 后 面 的 注 ,并 经 简化 可 得 


fn(%0) 

f%(%) 

Lp Cy ss - 
fa(J)=|21" a 

1 89-PD(， ee es ey fy (0) 

(x—1)!.” We ~ 
在 这 里 ， 

fa(m) = > /Cu 和 

m= 0 
fu (1) = DjmOe 和 M7 
(3) 


用 (和 ) = 之 /mm 一 CM? 


m2 
(| 


Rj 


[9-00) = SD mm — 1) Cm — 2)C 和 "+ 
由 于 当 |z|<R 时 ,级 数 之 /0.z" 绝对 收敛, 且 它 的 和 为 f(x), 由 复 
变 孙 数论 知道 ,f(z) 是 jxs|<& 内 的 解析 函数 , 它 有 任意 和 阶 的 导数 : 
f°(2) = > 一 1)…(m 一 大 十 1)Coz" (|z| < 8), 


Bo 3 


(Kk = 1,2,.…)。 
-由 于 |21<R, 故 当 z 一 2 时 ,这 大 阶 导 数 等 式 也 成 立 . 从 而 (3) 式 中 


各 个 等 式 当 N->co 时 的 极限 都 存在 , 且 
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N 
li 0 ) 二 i Ca 和 一 了 (4 
人 


入 
lim fy()= lim > mcCn 和 3 一 也 (j) 
N—co 内 一 s ml 站 
(4) 
lim f%(%)= lim >jm(m—1)C. 和 -=f"() 
~ 一 Sm 一 2 


lim fh (%)= lim 2 mm 一 1) (m+2)C2" "+t!=f ~ (ho) 
No MN— 


m=s— 1 


令 NA 一 co ,对 (2) 式 两 边 取 极 限 ( 并 应 用 (4) 中 各 式 ), 便 得 所 证 ， 
现在 ,我 们 可 以 用 和 矩阵 4 的 标准 形 六 计算 矩阵 函数 fC4) 了 ， 
我 们 分 两 个 情形 来 讨论 ， 
1) 若 4 相似 于 对 角形 矩阵 : 


A 
42 
A=P P-: 
入 
简 记 为 4 二 PJP-!。 这 里 入 是 4 的 特征 值 G==1,2,…,?)、 
由 上 节 定 理 2, 如 果 复 变数 大 级 数 
SP 


的 收 傅 半 径 为 R, 则 当 |1z| 二 R 时 ,此 级 数 绝 对 收敛 ,其 和 设 为 
(z)。 又 当 方 阵 4 的 谱 半径 p(4) 达 R 时 , 方 阵 畴 级 数 
So 


m= 


也 绝对 收敛 , 且 其 和 为 


RA, 


m=0 
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SG' 


一 CPIP™ )” 


= So.PI"p-! = p(S Ca) Pp! 


聘 宇 必 m==0 
一 Pf(J)P-:。 
由 定理 上 得 
fA) 
(hs) 
f(A4)=P 六 (x) 
了 (2 ) 


并 且 可 见 f(4) 的 特征 值 为 fC),f(02) ,7fGO)。 因 而 ,在 4 相似 
于 对 角形 矩阵 时 ,与 复 变 数 笑 级 数 

f(z) 一 Yy cz (|z| < E) 
相应 的 矩阵 函数 ~ z 

f(4) = Sc.4 (p(4) < R) 


也 相似 于 一 个 对 角形 矩阵 ,而 矩阵 孙 数 了 (4) 就 是 一 个 由 (* ) 式 确 
定 的 矩阵 


特别 地 ,我 们 有 
€”1 
€’2 
e4 一 己 Pp™ 
| e， 
Sin 人 Ai 
sin4 =P Sn 和 pp! 
SinA, J 
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FCOSAI 
cosA=P 、 万 -1 


站 
这 只 须 分 别 取 f(z) 一 esinz,cosz, 并 假定 4 是 相似 于 对 角形 矩阵 
的 (此 外 ,对 4 再 无 其 他 要 求 ) 。 由 此 可 以 看 出 es,sin4,cos4 这 三 个 
定 阵 的 特征 值 是 什么 。 
例 1 设 


求 e* ,sin A ,cosA4， 

解 因 
不， .1 
0 7 一 2 
故 4 有 不 同 的 特征 值 2 一 0, 和 =2。 所 以 4 能 相似 于 对 角形 ,不 难 
求 得 相应 于 两 个 特征 值 的 特征 向 量 分 别 为 : 


“= 0) 


ey = 


令 
| 
则 有 
说 
Ee 
e4 =P[ mr De 
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1 
9. 2 
-| 2 
0 sin2 
J 
1 iyrl 2 
A= 
bb | 02 0 】 
l 
-| | 
0 cos2 J 


在 实用 上 , 遇 到 的 往往 不 是 常数 矩阵 4 的 矩阵 函数 了 (4)，, 而 
是 变量 : 的 函数 矩阵 兴 的 抢 阵 函数 也 4)。 
注意 到 当 


A=PJIP-!:=P Pp-! 


时 , 则 
人 
4 = P(Jt)P- = ,| mt 六 
Mt 


因而 类 似 上 述 的 推导 , 即 有 
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f (411) 


2t 
fC4) 一 己 ， “Pe 
f (At) 
特别 地 ,我 们 有 
er 
€*2t 
B4 -| PP 
es 
Bs 
| sin Azt | 
Sin4l =P Pp 
ea sinAtl 
ws 
cosAt | 0 、 P-: 
COSAt 
例如 ,对 上 述 例 1 中 的 矩阵 4, 则 有 
1 1371 2 
i i 1 
0 ee 
2 
"es 
二 2 
0 ez 


2) 当 4 不 能 与 对 角形 矩阵 相似 ,这 时 ,4 必 可 与 其 约 当 标准 
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J 
a 0 | 网 
\ Th 
其 中 约 当 抉 


Ji( 和 ) 一 


L Ws 
由 初级 因子 (4 一 入 )* 所 决定 。 又 十 Ro 十 … 十 二 。 


Jr CA) 


#07) 
再 参照 定理 2 的 公式 计算 出 每 个 (7) (i 二 1,2,…,k), 从 而 便 可 
得 到 了 (4) 。 
类 似 地 有 本 
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f(T) 


f(A4) =P| 人 本 P-: 
fT) 
例 2 设 
一 上 1 0 
1 0 2 
求 e( 见 第 三 章 第 三 节 )， 
解 ”我 们 已 求 得 
f0 0 1 2 0 
| ] : P-i4P=J= : 1 
1 一 1 一 1 0 1 
且 易 得 


0 0 1 
ot! 1 中 。 0 
1 一 1 一 1JL0 ee 
0 e e ] 1 1 
-| 3e 2e ll 2 1 , 
ee 一 2e 一 1] 0 0 
= 0 
=| 一 4e = 
3e 一 ez ez 一 2e e: 


若 在 计算 e* 的 第 一 个 等 式 中 ,用 
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去 代替 


0 ee el 


则 读者 还 可 求 得 含 变量 4 的 矩阵 沪 数 e”， 


以 上 讨论 了 用 方 阵 笑 级 数 来 表示 方 阵 项 数 的 方法 及 具体 计算 
问题 。 从 所 举例 子 可 以 看 到 ,对 一 个 比较 简单 的 方 阵 4, 即 使 要 求 
出 最 简单 的 矩阵 函数 e*,sin4 来 也 还 是 比较 繁琐 的 . 下面 介绍 的 多 
项 式 表示 法 , 比 起 上 述 方法 来 要 简便 些 。 但 是 ,这 一 方法 的 理论 推 
导 则 相当 繁复 ,所 以 这 里 不 作 推导 ,我 们 只 将 结果 介绍 给 读者 . 

若 f(4%) 是 (zm) 次 多 项 式 ,p(%) 是 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 , 它 
的 次 数 为 mm。 以 p() 去 除 f(%*) 即 得 

f(%) = op(2)9(2) + r(), 
这 里 余 式 7(%)==0 或 比 p(%) 有 更 低 的 次 数 。 因此， 
f(4) = p(A)g(4) 二 7(4) = 7(4). 
由 此 可 见 , 次 数 高 于 m 的 任 一 多 项 式 f(4) (矩阵 4 的 一 个 矩阵 多 
项 式 ) 都 可 以 化 为 次 数 生 m 一 1 的 4 的 多 项 式 >(4) 来 计算 。 换 言 
之 , 若 f(4) 是 一 个 /次 的 矩阵 多 项 式 
了 (4) 二 ao 十 a4A 二 az 在 十 十 a4 (二 到) 
而 w(2) 是 4 的 最 小 多 项 式 , 其 次 数 为 mm, 则 有 
(4) 一 7(4) 王 mm 有 十 4 十 办 和 十 … 十 cn-14 

即 f(4) 可 以 表示 为 一 个 关于 4 的 次 数 委 xw 一 1 的 矩阵 多 项 式 > 
(4) - 
把 这 一 思想 推广 到 由 和 手 阵 者 级 数 确 定 的 矩阵 函数 f(4) 上 , 屠 
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就 是 所 谓 和 矩阵 函数 的 多 亨 式 表 示 问 题 。 我 们 把 它 叙 述 为 如 下 的 定 
下 
定理 3 设 ” 阶 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 为 m 次 多 项 式 
D(A) 二 《A 一， 


其 中 为. 加,…, 罗 是 4 的 所 有 互 不 相同 的 特征 值 , 又 与 收敛 的 复 变 
数 徊 级 数 f(z) 一 >vCvz 相应 的 


f(4) = Dea 


是 4 的 收 全 天 级 数 , 则 和 矩阵 函数 (4) 可 以 表示 成 4 的 一 1 次 多 
项 式 
FAY A, 
系数 qo ,a ,04，… ,an-! 由 下 列 方程 组 的 解 给 出 : 
00 十 人 加 十 Gz 关 十 十 qm_ 如 ~! 二 (入)， 
十 29z 和 十 十 (mW 一 了)an- 1 二 了 (加)， 
(WD tm “(m— 十 1)aniAr 二 了 D(A 和 4)。 
(VY %,1=|,2,." ,8) 
我 们 用 例子 说 明 这 一 方法 。 
例 3 用 定理 3 提供 的 方法 ,对 前 述 例 1 4, 计 算 e 
解 由 4 的 特征 多 项 式 
[ap — A4| = 4(% — 2) 
及 最 小 多 项 式 的 性 质 ,可 知 4 的 最 小 多 项 式 (2) 一 和 (02 一 妇 。 这 是 
m=2 次 多 项 式 ,所 以 设 
e 一 Gb-a4A., 
对 久 二 0 及 各 二 2, 接 上 法 作 方 程 组 : 
mm 十 “0 一 e0、 
m 十 -人 二 后。 
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i rE 人 


e” 一 哺 十 Fe — 1)4 


1] 0 1 A | 
| ]= 3 一) ] 


“0 1 0 
[ i 
0 e? J 


对 于 含 变 数 1 的 方 阵 函 数 f(4) ,有 类 似 的 方法 ,这 时 ， 
f(At) = ao OR at)A 二 at)Ad 二 … 二 a_i(t)A"-!. 
其 中 (GG=1,2,…,m 一 1) 是 1 的 函数 ,而 确定 这 些 ww (0 的 方程 


CAGELNROLE EE WNL TAC 


(OD) 二 22(D)% 十 十 (m 一 Dos (OH 


(一 上 a iD) (mo 1) mo 2) mon 二 1) a (和 
_d™- Df(D) 


da ! 人 一 和， 
(Y As1= |,2,. ,8) 
例 4 计算 e*,sin4ht, 其 中 


2 1 
4 一 |0 2 
0 3 1 
解 ”特征 多 项 式 
人 
MP-4|=| 0 2-2 0 |= DG- 2) 
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由 于 C4- 1)(2 一 2) 不 是 4 的 零 化 多 项 式 , 所 以 4 的 最 小 多 项 式 为 
yh) 一 (一 1)(02 一 2)2。 
站 也 
fi(At) =e*, fi(MH) = e*, 
fiC(Ai) =sinAt, fi1(2) = Sin 二 2, 加 二 1， 
因 w(A) 为 3 次 多 项 式 , 故 设 
es = ot)B + alt)A + alt) a’, 


由 此 得 方程 组 
G0(t) 二 oD)N 二 Gt) = fhNt) 
0) 十 2 = | 
, aol) 二 ai(t)h dt a(t) = fi(ht) 
L 
ao(t) 十 2ai(t) + das(t) = e* 
ai(t) + h(t) = te 
ao 人 ti) 十 ct) + az(t) = 
由 此 求 得 
ao(t) 一 4e' 一 3e2 十 2te?” 
q(t) 一 一 4e( 十 4e2 — We*” 
d2(t) 一 e 一 6 十 如 2 
将 其 代入 所 设 式 子 中 ,可 以 算出 
el l2e':— l2e* 二 13te* 一 4 十 4ez 
e*= |0 e” 0 
0 一 3e' 十 3e* e: 
类 似 地 , 设 
sinAt = ao)E ad)A+ wt)A Cm— 1 = 2) 
并 由 此 作 方 程 组 
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ao 人 t) 十 at) A az(t) 4 = 了 (Nt 
d 
a(t) 十 2a2(t)h = jaf (HY) ee 


oo(t) 十 qi(D)h + Gd) = f(t) 


oo(t) 十 2a lt) 十 4az() = sin2t 

je 十 4ma(t) = tcos2t 

ao(t) 十 olCt) + ot) = sint 
由 此 解 出 

oo(t) = 4sint — 3sin2t 十 2ticos2t, 

a(t) 一 一 4sint 十 4sin2t 一 3tcos2t, 

oz(t) 一 Sint 一 sin2t 十 lcos21 。 
于 是 求 得 

sin2t 12sint 一 12sin24 十 13tcos2! — 4sinl 十 4sin2t 
sinAt 一 | 0 sin2t 0 
0 一 3sint 十 3sin2t sint 


$6 算 阵 的 微分 与 积分 


在 应 用 中 ,矩阵 函数 与 函数 矩阵 的 微 、. 积 分 常常 是 同时 出 现 
的 ,因此 我 们 学 习 了 和 矩阵 函数 的 计算 以 后 ,还 和 需 学 习 饥 数 和 矩阵 的 微 
分 .积分 。 比 起 前 者 来 ,后 者 要 简单 .容易 得 多 了 , 它 只 是 一 般 微 积 
分 概念 法 则 的 一 种 形式 的 推广 。 
若 4(z) 一 (ai (z))-x。 的 每 个 元 素 “ji(2) 都 是 复 变 量 名 的 函数 ， 
且 都 在 z=za 或 变量 z 的 某 个 区 域内 可 导 , 则 定义 4(z) 的 导数 为 : 
所 4(z) 一 〈 和 os(z))-x。 或 4(z) 一 (os(z))cxv。 
换 句 话说 ,矩阵 4(z) 的 导数 定义 为 由 它 的 每 个 元 素 的 导数 作成 的 


和 矩阵。 例如 
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2 十 1 sinz\ d 28 CQSZ: 
A(z) = | | 一 A(z) 一 [ ] 
3 e* - dz 0 


三 

性 质 : 

1) [4(z) 十 B(z)] 一 水 (z) 十 BCz); 

2) [4(z)，B(z)] 一 4(z)。B(z) 十 4(z)。 有 (2z)。 
特别 , 当 C 为 常数 矩阵 时 ,有 C'==0( 和 矩阵 ), 且 

[c .4(z)] 一 C A (2), 

3) 如 4(z) 一 (ou(o) )wx* 及 变量 z 的 函数 v 一 f(z) 都 可 导 , 则 

dA(u) ， dz 


du dz” 

以 上 简单 性 质 ,由 定义 都 不 难 证 明 , 兹 不 歼 述 。 

4) 若 z 阶 函 数 矩 阵 4(z) 可 逆 , 且 4(z) 及 其 逆 和 矩阵 471(z) 都 可 
导 , 则 


d 


de 。4-102) 
2 i(z) 一 一 A-!i(z) 二 4(z) A (z) 。 
证 明 因 
A-!(z) »。 A(z) = bE, 
两 边 对 z 求 导 , 即 有 
d a | . 一 - d4-:(z) 上 提 A 
元 [4 本 4(2) j」 = 。 A(z) 十 A-!(2) 了 
= 一 0( 和 矩阵 )。 
所 以 
d4-!(z) Pe 4 ， pn \ 
ee (xz) » A™'(z), 


es 

若 函 数 和 矩阵 4(z)= (ai(z))sx: 的 每 个 元 素 都 是 实 变量 z 的 函 
数 . 且 都 在 fae. 门 上 可 积 。 则 4(z) 的 定 积分 与 不 定 积分 定义 如 下 : 
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| nas “0 [aa 
| Ac) -一 Le 
人 6 8 

| Godz te | codz 


[a Cede “. Ju) 
[4 = | oooseeseseeesoseeosseeseseseesi 
ja Gas Se Jas) 


简 言 之 ,矩阵 的 积分 定义 为 每 个 元 素 的 积分 ， 
易 证 以 下 各 个 性 质 成 立 : 


1) [ea 一 【 Ad 


2) [aaa) 十 5bB(z) Jdr 二 a [4 十 了 | seodz 
(a,b 为 非 零 实 数 )，; 
3) |c de c|4codz (C 为 非 零 常数 矩阵 ); 


4) | 4e 。P'(z)dz = A(z)B(z) 一 |4 (zx) + Bl(z)dz, 


对 上 述 的 矩阵 微分 .积分 概念 ,还 可 以 作 些 推广 ,比如 可 定义 
4(z) 的 广义 积分 与 拉 氏 变换 等 .但 正如 以 上 所 讲 的 情况 那样 ,这 主 
要 还 是 一 种 约定 ,实质 性 的 东西 不 多 ,而 在 应 用 中 过 到 的 时 候 , 按 
所 给 出 的 定义 去 理解 就 行 了 , 故 在 此 不 多 讨论 ， 


$7 和 常用 矩阵 函数 的 性 质 
在 矩阵 函数 的 应 用 中 , 常 要 涉及 到 矩阵 函数 的 一 些 简单 性 质 ， 


这 些 性 质 . 一 方面 从 形式 上 看 与 常见 函数 性 质 相 类 似 , 且 也 是 一 种 
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很 自然 的 推广 ; 另 一 方面 ,这 些 性 质 也 有 一 些 值得 注意 的 地 方 ,用 
时 都 应 谨慎 从 事 。 
以 下 是 常用 和 矩阵 函 孝 的 一 些 基 本 性 质 , 所 讨论 的 矩阵 4,B 都 
是 阶 复数 方 阵 ， 
d Al— MoAt 
1) de 一 4e“ 一 e 4， 


证 明 因为 


gm 


2 二 A) 一 3 Lp, 
De m= 


Im nt 


故 eo 
(e4 )， 一 (4 
对 任何 : 值 都 收敛 ,因而 可 以 逐 项 微分 ,于 是 有 


dn Sl ), 
本 (es 之 ， 人 


从 而 
他 
sj a i — A)"!) 
=4(> 站 (409 = he*, 
同 理 可 得 


d MM mm 
2 一 e 4。 


由 此 可 见 ,4 与 e* 是 可 交换 的 , 它 还 可 以 推广 为 : 
2) 若 4B= 二 BP4, 则 
ep = pe。 
证 明 由 4B=B4. 首 先 易 得 4*B=B4", 因 此 有 
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=B( >， 4) 


N= 0 
= Be4 ， 
3) 着 48 一 54， 则 
e4 。el 一 ea 。e4 一 eta 
证 明 令 
C(t) = et ,ee-®, 
则 有 
$C) 一 (4 十 万)e(4+85 ,eh .ee™ 
一 e+8t 。Me-4 。e 一 出 eath)t 。e 一 4 。 有 pe 一 下 
一 0( 和 矩阵 )。 
故 C (4) 为 常数 矩阵 ， 因 而 
C(t) = C(1) = C(0) 一 eo。el。e = (e')’, 
(这 里 的 0 是 零 矩 阵 , 下 同 .) 
但 是 


本 
er 
ee=P Pp-! = PRP-! = 
e0 
所 以 C (1) = 一 C (0) = 有 ， 故 
eA+8 ee 一 


4。e 一 已 ， (x) 


特别 地 、 取 B= 一 4， 则 有 
0 .oe-4.e4 二 万， 
由 于 e = 因此 得 e “。，e“ 二 ， 即 有 

(e’) 一 6。 
这 对 任意 方 阵 4 均 成 立 , 因此 ， 亦 有 (e*)-!==e “。 下 由 (*) 式 
中 有 


© 


4 二 (es 一 (ez ) 一:! 二 Bp 


两 边 右 乘 e*， e“ 即 得 


e4+2 一 es 。 et, 
但 At eltt+4—-e4 es (由 上 式 )， 于 是 得 ; 
ees=e eS= et? 


利用 绝对 收敛 级 数 的 性 质 ， 容 易 推 得 


4) ee 一 cos4 十 ;Sin4， 


cos4 一 也 (ee -4) ， 


sin4 一 志 (e“ 一 ee “)， 
cos 《一 4) 一 Ccos4， 
sin (一 4) 一 一 Sin4。 
5) 当 458=B4 时 ， 则 有 
cos(4 十 B) 一 cosAcosB 一 sinAsinB,， 
sin(A 十 也) = sinAcosB + cosAsinp, 
证 明 由 性 质 3) 与 4， 则 有 
sin AcosB 十 cosAsinB 
1 
2 


一 


(ex 一 e-M4) 。 EC 十 e-'8) 


1 iA —iA .lL Be- 
Ty 十 ee) Iie e-” ) 


fet A A 
2 
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=Sint 才 十 有) 

同 理 可 证 另 一 等 式 。 当 4 二 B85 时 ， 可 得 
cos24 一 cos24 一 sin’A, 
sin24 一 2sin4cos4 。 

6) sin2?4 十 cos“ 4 一 丈 ， 
sin (4 十 2a8) 一 sin4， 
cos (A+218) 一 cos4， 


e4+ 42 一 e4 


证 明 
iA —iA' 2 iA —iA4 z 
in24 24 -一 et Ee ei4 十 ee | 
sin*A 十 Cos Di 7 
e2i4 pA 十 e-2i4 e2i4 十 2F 十 e 一 214 


一 8 (注意 eo = , 见 3) 的 证 明 ) 


e4+i2r8 —e4 。ei2x8 


一 64。P 忆 。 甩 。P- 


= 一 e4 


el 4 十 2 到 ) — ei(A+2x8) 
Sin(4 十 2178) 三 一 一 一 


2i 
ei4 FEF a e™i4 座 Ep™! 
2i 
a 
一 一 一 一 一 一 一 Sin4。 
21 


同 理 可 证 cos (4 十 2nk) 一 cos4。 
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$8 耸 阵 函数 在 微分 方程 组 中 的 应 用 


在 线性 控制 系统 中 ,常常 涉及 求解 线性 微分 方程 组 的 问题 . 逢 


阵 函 数 在 其 中 有 着 重要 的 应 用 ， 
我 们 首先 讨论 一 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 组 的 定 解 问题 ， 
dX 
中 = AX， (1) 
XC(0) = (z(0),z2(0) ,7.(0))", (2) 


这 里 A= 《ai ) 全 C 和 (ZI (#7) 2 (#),， ”9 Ta (1))7, 
设 X (人 = 二 (人 (mr (4),…，z。(t))7 是 方程 组 (1) 的 
解 ， 将 z (bb (G=1，2，…，z) 在 t=0 处 展开 成 究 级 数 : 


二 FCO Se 
则 有 | 
XO) = XC0) + X' (0 十 XO a 
其 中 
XxX’ (0) 
Xx” (0) 


《z'1 《0)， Z 2 《0)，…，21。 (0))’, 
(zl (0)， r", (0), fs (0))’, 


| 


但 由 号 一 4X， 逐 次 求 导 可 得 


dX dX  ， 

3 一 4 及 ， 
dX d dX 
de dt A dt 


因而 有 
X' (0) =AX (0), 
X"” (0). 一 42X (0), 
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一 4 (AX) 一 大 ， 


X* (0) =AX (0), 


所 以 
X=X ( =X (0) 十 4X (0) i 十 地 AX (0) 4 十 … 


= [E+ (4) 十 元 (At)’ 十 … ] X (0) 

一 e4X (0) 。 
由 此 可 见 ， 微 分 方程 组 〈1) 在 给 定 初 始 条 件 (2) 下 的 解 必 定 具 
有 


X 一 e4X(0) 
的 形式 。 下 面 我 们 来 证 明 它 确实 是 (1) 的 解 。 
事实 上 ， 
dX d ，， ee udX (0) 
二 (e4X (0)) = (x ) X (0) 十 e 


一 4e4X (0) 一 4X。 
又 当 l=0 时 , X (0) 一 ceo。X (0) 一 有 。X (0) 一 X (0)， 因 此 这 
个 解 是 满足 初始 条 件 的 。 
这 样 ， 我 们 实际 上 证 明了 下 面 的 定理 。 
定理 1 一 阶 线性 常 系数 微分 方程 组 的 定 解 何 题 


| 


X (0) = (zl (0), z2 (0) ，…， 了 加 《0))7 
有 唯一 解 X=e*。X (0)。 
同 理 可 证 定 解 问题 


dx 
[2 


义 | -i 三叉 (to) 
的 唯一 解 是 
X(t) = es X(to), 


最 后 我 们 考虑 一 阶 线 性 常 系 数 非 齐 次 微分 方程 组 的 定 解 问题 
da (t),， 
Xl =X (to )。 


这 里 (= 二 (FL Gt)，k，(t)，…， Fp。 (t))? 是 已 知 向 量 函 数 ，4 
及 XX 意义 同 前 。 改写 方程 为 


dX 
yi AX = h(E), 


并 以 e“ 左 乘 方程 两 边 ， 即 得 
e+ — AX) =e-4pC4), 
即 
d (eax) =e-4pC) 
dt 
在 [bb， 如 上 进行 积分 ， 可 得 


t 
e-4X 一 e “X(to) = | e pr)dr 
0 


中 
克 一 er) X(to) 十 | es-D7(r)dr。 
它 就 是 我 们 考虑 的 定 解 问题 的 解 . … 
例 1 求 定 解 问题 加 
dX 3 一 1 11 | 
-一 一 4X 由 | 
的 解 克利 大 二 于 | 2 
和 2 一 3 1 2 
127 一 4 三 一 2 ] 一 2 一 2)(2 一 3)， 
一 | 1 2 一 2 


故 4 有 三 个 不 同 的 特征 值 、 从 而 4 可 与 对 角形 矩阵 相似 。 与 特征 
188 


值 和 一 0，)=2，2=3 相应 的 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 ; 
ED 0 Wy 

故 得 

i 

15 1 1 

2 0 1 


所 以 ， 由 定理 1 可 得 所 求 的 解 为 


P 一 


和 
Re : 
二 


1 
太一 e4 .XU0) 一 疡 ， | ez | P-L 上 。 大 (0) 
3 


1 1 2 (1 TS 
i 
[2 0 1 ex -2? 2 -1 

— ] 十 3e’*— 8e* 
= 一 于 和 
一 2 一 4ey 


例 2 求 定 解 问题 


dt 
X(0) = (1,1,1)" : 
的 解 ， 其 中 矩阵 4 与 例 1 的 4 相同 , 又 4) = (0，0，e2)7。 

解 ” 由 前 面 的 讨论 ， 这 问题 的 解 为 
X= e*X(0) +| eA Ip(T)dT 
这 里 e*X (0) 在 例 1 已 经 求 出 ， 故 只 须 计 算 积分 
1 | erar 
由 于 (与 P-: 见 例 1): 


| 4X 十 PC 
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en pT) Pp， @2 (7?) PpP-! 0 
e34 一 7) er 


| 
Pe 
[4 
之 
个 
OD 
LA 
全 
| 
CE 
AN 
| 
| 
wo 
EE 
| 交 | 
Ls 
Hi 人 
他 3 
( 
Na 


EY 9e2r 十 Qe RN Ae¥—" 
一 ex 一 de 


将 这 一 结果 对 变量 + 从 0 到 上 进行 积分 ， 即 得 


pe e2r 十 Qe 要 8ex-+ 


1 15 x ou 
7 + (+ 3 )e 8e 
1 
i 3 2( AaY 
6 2 + (9 十 万 )e 4e 
1 十 3e’ 一 4ek 
因此 X=e4X (0) 十 1， 
即 
| 21、x jp 
2 + (+3)e 16e 
1 
| D+ (+ er— ger 
2 2 
一 了 十 3ex 一 8ex 


以 上 我 们 仅仅 介绍 了 和 矩阵 函数 在 一 阶 线性 常 系数 齐 次 及 非 齐 
次 微分 方程 组 中 的 应 用 ， 这 是 较为 简单 的 情形 .. 同样 地 ， 在 一 阶 ， 
线性 变 系数 齐 次 及 非 齐 次 微分 方程 组 中 ， 和 矩阵 函数 都 有 应 用 ， 但 
都 已 经 还 比 上 面 所 讲 的 困难 多 了 ， 在 此 不 拟 作 更 深入 的 讨论 . 
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39 线性 系统 的 能 榨 性 与 能 观测 性 


作为 矩阵 函数 的 一 个 应 用 ， 这 里 简单 讨论 一 下 现代 控制 论 中 
两 个 基本 概念 : 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 。 我 们 只 就 连续 型 的 线 
性 定常 系统 进行 讨论 。 这 系统 为 

[i () 十 Bu (0), (1) 


Y(t) =CX (0 十 Du (t) (2) 

其 中 4，B, C, 站 均 为 常数 矩阵 。 系 统 和 矩阵 4 是 zxXnx 和 宅 阵 ， 输 入 
矩阵 有 是 xxzm 的、 输出 矩阵 C 是 pxXn 的 , 又 矩阵 D 是 pxm 的 、 
状态 疝 量 匀 (2) 是 维 列 向 量 , 输入 癌 量 ww (1) 与 输出 向 量 Y 
(i) 分 别 是 m 维 ,zp 维 列 向 量 。 这 个 系统 简称 为 系统 (4，B,，C)。 

定义 1 对 于 一 个 线性 定常 系统 ， 若 在 某 个 有 限时 间 区 [0， 
4 内 存在 着 输入 4 (t) (0 委 才 4) ， 能 使 系统 从 任意 初始 状态 和 
(0) 一 Ko 转移 到 X (6) 二 9, 则 称 此 状态 X 是 能 控 的 ; 若 系 统 的 
所 有 状态 都 是 能 控 的 ， 则 称 此 系统 是 完全 能 控 的 ， 

定理 1 系统 (4，B8，C) 完全 能 控 的 充 要 条 件 ， 是 z 阶 对 称 
和 抢 阵 


WwW.(0,4) = | eeBBre-edr 3) 
为 非 奇 异 矩 阵 . 
证 明 充分 性 。 设 W.(0, 4) 非 奇 异 。 对 方程 (1) 从 0 到 4 
积分 得 
入 (Li) 二 ei 和 (0) 十 enBu Dar, (4) 


~ 
u(t) 二 一 Bre-a'W-1(0,t)X(0), (5) 


把 ww (5 代入 (4) 式 得 
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i Tr 
A eC | e BBPe dr)W- (C0.t)X(0) 
0 


~etX(0) — et 0MWTI0,0 XO) 
二 em 入 (0) — ey 入 (0) 
一 0 
这 说 明 在 (5) 式 所 示 的 控制 输入 uu (9 作用 下 、 能 使 系统 从 六 
0) 转移 到 入 (41) 一 8， 
必要 性 。 用 反 证 法 。 苦 系统 是 完全 能 控 的 , 但 W. (0, 4) 是 
奇异 的 ， 则 将 引出 矛盾 . 
因 (0、4) 是 奇异 的 ， 则 必 有 非 零 向 量 a== (a;，az，…， 
“.)"， 使 对 任意 时 刻 :=4 宇 0， 下 式 能 够 成 立 : 
aW.0 ,ta = 0,， 


即 | Ce“BBre 7 yedr 0 
故 对 任意 时 刻 上， 有 
z are-“B= 0 ( 送 0). (6) 

现 系统 是 完全 能 控 的 ， 故 由 前 面 已 证 明 的 充分 条 件 ， 必 存在 某 个 
u (t)， 使 其 作用 于 系统 上 ,使 得 (&1) 二 89， 故 由 (1) 式 得 
一 XX(0) = | “aucodr。 

上 式 两 边 左 乘 以 o ， 并 考虑 到 (6) 式 ， 便 有 
一 XX(0) = [genButr)ar 一 简 | 骨 
由 于 X (0) 为 任意 的 ， 现 选 X (0) =a， 则 由 上 式 得 
sw = 0。 

这 与 是非 零 向 量 相 天 盾 ， 故 W. (0,， 4) 是 非 奇异 的 。 证 毕 ， 

用 定理 1 来 判别 系统 的 能 控制 性 是 不 方便 的 ， 但 在 理论 上 有 
其 重要 性 。 下面 的 定理 提供 了 一 个 较 简 便 的 判别 准则 ， 

定理 2 . 系统 (4. 8. C) 完全 能 控 的 充 要 条 件 , 是 Xrwm 和 矩 
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| 车 
B= 5B,AB.AB..… ,A !B] 
的 秩 为 x。 开 。 称 为 能 控 性 矩阵 . 

这 定理 可 用 反 证 法 来 证 明 。 这 里 只 给 出 充分 性 的 证 明 。 如 果 
系统 不 是 完全 能 控 的 . 则 由 定理 1 知 矩 阵 HT (0, 4,) 是 奇异 的 , 故 
由 上 面 的 (6) 式 两 边 求 大 次 微 商 可 但 : 

We Cd ee te hs ss 
令 {==0 得 

uA th ly2 Ny 
而 在 (6) 式 中 令 (==0., 得 aB8=8， 故 对 于 k=0，1、，2,…,， x-] 
a’ A*B = 0, 
即 [53，458，4B，…，4 8] 一 9 (a 是 非 零 向 量 )。 这 与 矩阵 
W 的 秩 为 相 巴 盾 ， 就 证 明了 系统 是 完全 能 控 的 ， 
例 1 已 知 


1 3 2 2 1 
4 一 |0 2 0 B 一 1 1 
0 1 3 | 


试 判别 系统 (4，B，C) 是 否 完全 能 控 . 
解 ”这 是 一 个 具有 两 个 输入 ， 三 个 状态 变量 的 系统 ， 现 用 定 
理 2 来 判定 其 能 控 性 .因为 


W. = [8,48.4B8B]= 


2 1 3 2 9 4 
] ] 2 2 4 1 


初等 变换 [2 1 3 2 5 44 
| | 
0 0000 0 
故 WV. 的 秩 关 3，、 从 而 系统 不 是 完全 能 控 的 ， 
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下 面 我 们 来 考虑 能 观测 性 问题 ， 

定义 2 对 于 一 个 线性 定常 系统 ,车 在 有 限时 间 区 间 [0, 6] 
内 ， 能 通过 观测 系统 的 输出 (i) 而 唯一 地 确定 任意 初始 状态 X 
(0), 则 称 此 系统 是 完全 能 观测 的 ,或 者 说 对 每 一 状态 X (0) 是 能 
观测 的 ， 

定理 3 系统 (4. 85，C) 完全 能 观测 的 充 要 条 件 ， 是 4 阶 对 
称 知 阵 

M(0.4) = | e4 ‘CTCet'drt 


为 非 奇 异 矩 阵 ， 
证 明 充分 性 : 
Y(t) =CX() + Dult) 


一 Ce4X(0) 十 C | en Bulr)dr 十 Du(t)， 


J 0 
t 
今 n() =Y() - C | en pu rar — Dult), 
0 
于 是 得 | 
Ce*X(0) = n(t). (% ) 


以 ee cz 左 乘 上 式 两 边 ， 并 从 0 到 所 进行 积分 ， 可 得 
(| crcevaDX(0) 一 | emda 


即 MOO XO = | ecm . 
若 流 (0, 4) 为 非 奇 异 和 矩阵 ， 则 
X(0) = M1(0.4 )| end, 

即 X (0) 能 唯一 确定 。 由 此 可 知 ， 若 (06，4) (0) 为 非 奇 
异 ， 则 系统 是 完全 能 观测 的 ， 

必要 和 性， 

各 系统 是 完全 能 观测 的 . 现 用 反 证 法 证 明 M (0，41) 是 非 奇 
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异 的 、 事 实 上 ,如果 MM (0, 4) 是 奇异 的 ， 则 存在 非 零 * 维 向 量 
u， ， 使 得 对 任意 :之 0， 有 

«aM(0,t a= 0. 
将 WHY (0，4) 代入 此 式 便 得 


GT ( | CTCe4 rdr)o = 二 0， 


这 表明 对 任意 (之 0 时 ， 有 
Ce*w 一 0, 
若 取 w=X (0) 天 6，、 则 对 任意 ! 宇 0,， 便 有 
Ce4X(0) = 0 (X(0) 0). 
这 与 当 X (0) =0 时 由 (x*) 式 
y(t) = Ce*X(0)=8 (XxX(0) = 9) 

的 结果 作 上 比较 , 说 明 X〈0) 不 能 唯一 确定 .而 这 与 系统 是 完全 能 
观测 的 假设 相 韦 盾 。 和 定理 证 毕 。 

定理 4 系统 (4，B, C) 完全 能 观测 的 充 要 条 件 ， 是 户 x*“ 拢 
阵 ; 


Wo = 


CCA! 
的 秩 等 于 x*， 亦 即 xX pr 矩阵 
Wi = [Cr ,47CT (47) IC7] 
的 秩 等 于 *。 和 矩阵 W。 叫做 能 观测 性 矩阵 。 
例 2 若 某 系 统 的 状态 方程 与 输出 方程 为 


一 人 =( ， xz (ju 


VO E jx 
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试 判定 这 系统 的 能 观测 性 ， 
解 ” 它 的 能 观测 性 矩阵 为 


一 26 
显然 它 的 秩 等 于 2， 故 系统 是 能 观测 的 ， 


刁 题 四 


1. 若 | 。 | 是 本 空间 c" 的 向 量 范 数 , 证 明 向 量 范 数 的 下 列 基 本 性 质 ， 
(1) 零 向 量 的 范 数 是 零 ， 
(2) 当 x 是非 零 向 量 ， 则 ' 
[i= 
(3) | —x| = x|,; 
(4) Tx oyll<Ilx-yl. 
2. 证明 : 若 xEc， 则 
(CD xs<lxls<va lxl2 
(2) ‖ xj S| xj Srlxl 
(3) xl olxl:SV xl 
3， 证 明 : 在 RR 中 当 且 只 当 x，y 线性 相关 而 且 x'y 之 0 时 , 才 有 (x， 
y) = xl .lyl，:。 : 


4. 若 人 TT 为 正 交 矩阵， 又 AE rR”""， 证 明 ，; ~ 


C1 sl 
(2) 让 41 一 |741 :。 
5. 证明. 
| 
14ls 和 14 和 41 
Vv A 
6 设 
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试 求 e， 


7. 对 下 列 方 阵 4， 求 矩阵 函数 近 : 


0 1 
(1) 4=[ ] 
_2 -3 
2 _2 3 
i | 
| 3 -i 


\ 0 1 0 
全 


(2) 4 一 


2 


d 
el (t) |， 


或 e*， Sin 4， COS 
9 设 
cost Sint 
4 ( 昌 =[ 
一 Sint Co 
d d _, 
求 到 4 (1t)， 4 (0t)， 
10 设 
e”! te | 
A (1) -|- 2e2 0 
3t 0 0 
) 
求 | 4(Ddt， | 4oat 
0 
证 明 : 


(1) 者 4 为 实 反 对 称 阵 ， 则 。 为 正 交 阵 ; 
(2) 者 4 为 厄 米 特 矩 阵 ， 则 。“ 为 本 矩阵. 


12，” 求 微分 方程 的 解 : 


d 
i (ty) |。 


13. 
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求 非 齐 次 微分 方程 的 解 : 
= J] (4) + 


x (0) = 乓 


第 五 章 “ 特 征 值 的 估计 与 广义 逆 矩 阵 


特征 值 的 估计 与 广义 道 矩 阵 是 和 矩阵 理论 中 两 个 不 同 的 专门 课 
题 ,两 者 都 有 丰富 的 内 容 和 许多 重要 的 应 用 。 在 本 章 里 ,我 们 仅 就 
这 两 个 方面 的 内 容 作 一 个 基本 的 概述 ， 

矩阵 特征 值 的 计算 与 估计 在 理论 上 和 实际 应 用 中 都 是 重要 
的 ,但 要 精确 计算 特征 值 并 非 总 是 可 能 的 ,即使 在 某 些 特殊 情况 下 
有 可 能 ,可 是 付出 的 代价 也 是 很 大 的 .位 好 在 许多 应 用 中 并 不 需要 
精确 计算 矩阵 的 特征 值 , 而 只 需 有 一 个 粗略 的 估计 就 够 了 ,例如 : 
在 线性 系统 理论 中 ,通过 估计 系统 矩阵 4 的 特征 值 是 否 有 负 实 
部 , 便 可 判定 系统 的 稳定 性 ; 当 研 究 一 个 迭代 法 的 收敛 性 时 便 要 判 
断 迭 代 和 抢 阵 的 特征 值 是 否 都 落 在 单位 圆 内 ;在 差分 方法 的 稳定 性 
理论 以 及 自动 控制 理论 中 都 需要 估计 和 矩阵 的 特征 值 是 否 在 复数 平 
面 上 的 某 一 确定 的 区 域 中 。 

”本 章 要 讨论 的 另 一 类 问题 是 广义 逆 和 矩阵 方面 的 问题 。 我 们 知 
道 , 知 方 阵 4 的 行列 式 不 等 于 零 , 则 存在 唯一 的 方 阵 B, 满 足 4B= 
B4 二 ,并 称 了 3 为 4 的 逆 和 矩阵 , 记 为 4-!。 当 4 不 是 方 阵 , 或 方 阵 4 
的 行列 式 等 于 零 时 , 则 上 述 的 道 矩 阵 就 不 存在 .然而 ,Moore 在 
1920 年 便 将 道 矩 阵 的 概念 推广 到 任意 和 抢 阵 上 ,他 是 用 正 交 投影 算 
子 来 定义 广义 逆 矩 阵 的 ,人 们 把 他 定义 的 广义 逆 矩 阵 称 为 ,Moore 
广义 逆 。1955 年 ,Penrose 用 方程 组 

AGA = 4;640 = G,(AG)* = 4G,(0A)* = G4 
来 定义 4 的 广义 道 。 不 久 以 后 ,Bjerhammer 证 明了 Moore 道 与 Pen- 


rose 道 的 等 价 性 ,所 以 后 来 把 它 叫 做 Moore 一 Penrose 逆 , 并 记 为 


4+ 。 此 后 ,对 广义 道 和 矩阵 的 研究 又 有 很 大 的 发 展 , 现 已 形成 一 套 系 
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统 的 理论 , 且 在 系统 分 析 .优化 计算 及 统计 学 等 领域 中 有 许多 的 应 
用 . 这 里 主要 介绍 15 种 广义 逆 和 矩阵 中 较 常 用 的 47 及 4* 两 种 ,其 
他 就 不 一 一 介绍 了 ， 和 


S81 特征 值 的 界 的 估计 
设 4 二 (m,),x, 为 一 给 定 的 复数 矩阵 , 则 4 可 以 表示 成 一 个 厄 


米 特 矩 阵 8 与 一 个 反 尼 米 特 矩 阵 C 之 和 ,事实 上 ,B,C 便 是 如 下 的 
矩阵: 


4 十 4 ;十 
B = (0;;) .x = 全 全 《0 一 名 二 时 )， 

4 一 4 一 
C = (Cy) ux, = 2 《ci = a 2 3 ) 。 


设 4,8,C 的 特征 值 的 集合 分 别 为 : 
(和 Mpa si 
这 里 的 每 个 j 及 v; 都 是 实数 。 并 假设 
(和 之 | 人 和 地 > 之 和 之 信之 人 j 之 之 入。 
定理 1 若 z 阶 复数 矩阵 4= (ai) 的 特征 值 的 集合 (4 的 谱 ) 为 
(1, 知 ,…,%), 则 有 不 等 式 和 
< 2 2 el", 
又 等 号 当 且 只 当 4 为 正规 矩阵 时 成 立 。 
证 明 由 第 三 章 的 舒 尔 定理 ,存在 西 矩 阵 V 及 上 三 角 和 矩阵 了， 
使 得 z 
Ur AU 一 了 ， 
因此 有 WW*4*V 二 7T* ,从 而 得 
Ut AA*U =TT*. 
tr(444) =tr(U AAU) = tr(TT*)., (1) 
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由 于 矩阵 7 的 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 4 的 特征 值 , 故 由 (1) 
式 得 
> > > (2) 
而 (2) 式 右 端 是 矩阵 7 的 Frobenius 范 数 的 平方 。 由 于 4 与 7 是 酉 
相似 的 (性 4 人 =7) ,而 在 本 相似 下 ,矩阵 的 Frobenius 范 数 不 变 ,所 
以 


Bp = > (3) 


et j= 1 J 三 1 


综合 (2)、 (3) 两 式 便 得 到 所 需 证 的 不 等 式 ， 又 不 等 式 (2) 取 等 号 当 
且 只 当 i 关 ;时 都 有 刀 ==0, 即 4 西 相似 于 对 角形 矩阵 ,也 就 是 4 为 
正规 矩阵 ( 见 第 二 章 $7)。 证 毕 ， 

推论 1 若 4,B,C 如 前 所 设 , 则 有 

(1) | 和 安 2 ,max cy | ， 


(2) |Re(%)|&r. ,Max 5;; |， 


i jn 


(3) |Im(%)|&n * a 
证 明 由 定理 1 的 证 明 中 所 得 到 的 等 式 
eb NB a 
以 及 B,C 的 定义 ,可 得 


JH 
UBU =V"( 人 和 1 


)V = (7 十 7*), 


U"CU =Uu(4 


a i 
7 WV= 7 TY, 


注意 到 7 是 上 三 角 和 矩阵 , 且 了 的 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 4 的 特征 
值 , 又 在 本 相似 下 矩阵 的 Frobenius 范 数 不 变 ,所 以 有 
2 下 臣 + 2 1? =- 3 bn a ly 
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入 Ee Ai ] -一 
| | 十 >， 万 站 有 > lIol? 人 |c, [7, 


人 4 
j=l Kj 1X1. js / 
于 是 有 
S: IRe(%)|:= >, > | 入 十 义 I 4 es | 加， 
pp 2 1&i. 
Im( 入 )|? 一 -———— | :ni，* max ic 
> | i | | ~ fe cl, 


当然 对 任 一 iE{1l,2,.* es 
Re) Sw max lhl 


lImO)P Sw max lel 


由 此 n 中 得 (2) 式 及 (3) 式 。 再 由 定理 1 得 
DPS DB lol Se. max ml 


[| li ji 
因而 有 
IX| nn. max la|), 
litei jn 
即 (1) 式 成 立 。 证 毕 。 
由 推论 1 可 以 证 明 ( 从 赂 ) 下 面 的 推论 : 
推论 2 设 4=(a,) 是 * 阶 实 和 矩阵 , 则 


n(x 一 1) max |cj | ， 


[Im(2) | 委 7 
上 ie 


这 里 
Ci 一 本 (ou — an) i,j = 1,2,.…,n, 
例 1 估计 下 面 矩 阵 的 特征 值 的 界限 ， 
0 0.2 0.1 
- We 四 
一 0. 上 】 一 02 0 


解 ”因为 
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B = 志 (4 十 如 ) 二 0( 和 矩阵 )， 


cC = 上 4 4 一 
2 (4— 4) 一 4。 


所 以 由 推论 ! 即 有 
[| 寺 3 x 0.2 = 0.6; 
IRe(%)| 和 3X0 一 0， 即 Re(%) = 0; 
lIm(%)| 3 x 0.2 = 0.6, z 
若 应 用 推论 2 即 有 


[Im(2)| < 人 一 也 x 0.2 -= 0.3464， 


故 所 给 矩阵 4( 实 反对 称 和 矩阵 ?的 特征 值 的 模 不 超过 0. 3464, 且 由 
推论 2 得 到 的 估计 值 要 比 由 推论 ! 得 到 的 更 好 些 ( 由 直接 计算 可 
求 出 4 的 特征 值 为 入 =0, 加 = 一 0. 3i, 和 一 0. 3i) 


32 圆 盘 定理 


上 节 我 们 对 抢 阵 特征 值 作 了 大 致 的 估计 。 本 节 将 对 抢 阵 的 特 
征 值 在 复数 平面 上 的 位 置 作 更 准确 的 估计 。 这 就 是 图 盘 定 理 ( 又 称 
Gerschgorin 定理 ) 所 表述 的 。 圆 盘 定理 有 很 多 应 用 和 推广 ,但 在 这 
里 不 打算 作 详 细 讨 论 、 

下 面 的 两 个 定理 都 称 为 圆 盘 定理 。 

定理 1 设 4=(a,) 为 任 一 * 阶 复数 矩阵 , 则 4 的 特征 值 都 在 
复数 平面 上 的 * 个 圆 盘 

> -人 il 委员 G= 1,2,.,n) 
的 并 集 内 ;又 这 里 的 
R= |oas| 十 jea| + bal 十 le 十 … 十 lo。 
证 明 设 4 为 4 的 特征 值 ,其 对 应 的 一 个 特征 向 晤 为 x( 关 
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6), 即 4x= 二 4x, 写 成 分 量 形式 就 是 ， 
Dx; 一 2 人 一 1 2)， 


j= 1 
或 
2 jX; =(A— a)x: (一 1 2 2)。 


设 。 为 * 的 各 分 量 中 绝对 值 最 大 的 一 个 , 则 x“ 天 0。 对 等 式 
(2 一 ou)x, = jr, 
两 边 除 以 x 并 取 绝对 值 便 得 
一 未 lel [lB 
即 ; 在 圆 盘 


iz—al 寺 RR z 
中 ,当然 也 在 个 圆 盘 |z 一 a | 二 RG=1,2,…,n) 的 并 集 之 中 ， 
证 毕 。 
上 述 的 圆 盘 1z 一 oj 委员 称 为 Gerschgorin 圆 瘟 ,简称 盖 尔 国 . 
定理 1 表明 对 于 4 的 任 一 特征 值 ,总 存在 盖 尔 圆 S,, 使 得 2ES. 
例 1 估计 下 面 和 矩阵 的 特征 值 范围 : 
| 0.1 0.2 0.3 
0.5 3 0.1 0.2 
| 03 1 0.5 
0.2 一 0.3 一 0.1 一 4 
角 贺 盘 定理 1 所 指 的 四 个 图 盘 为 ; 
lz 1| 志 0.1 十 0.2 十 0.3== 0.6， 
zx 一 3|1 委 0.5 十 0.1 十 0.2 一 0.8， 
Iz 十 1| 志 1 十 0.3 十 0.5==1.8,. 
Iz 二 4| 志 0.2 十 0.3 十 0.1= 0.6。 
而 4 的 特征 值 都 落 在 这 四 个 盖 尔 圆 的 并 集 内 ， 液 者 可 在 复数 平面 
夯 出 相应 的 图 形 ,从 图 中 可 以 看 到 ,第 一 .第 三 这 两 个 圆 盘 是 相 
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交 的 ,而 另外 的 两 个 都 是 矣 立 的 ( 即 除 自身 外 不 与 其 他 三 个 圆 盘 的 
任何 一 个 相交 ) . 两 个 相交 的 圆 盘 的 并 集 构 成 一 个 连通 区 域 。 一 般 
地 说 ,由 和 矩阵 4 的 上 个 相交 的 盖 尔 司 的 并 集 构成 的 连通 区 域 称 为 
一 个 连通 部 分 ,并 说 它 是 由 + 个 盖 尔 贺 组 成 的 。 

定理 1 只 是 说 明和 矩阵 4 的 特征 值 落 在 4 的 个 盖 尔 圆 的 并 集 
中 ,并 无 指出 在 那个 圆 盘 中 有 多 少 个 特征 箱 . 下 述 定理 更 深刻 地 表 
述 了 4 的 特征 值 的 分 布 状况 。 \ 
”定理 2 和 矩阵 4 的 任 一 由 :个 盖 尔 圆 组 成 的 连通 部 分 里 ,有 
且 只 有 4 的 个 特征 值 ( 当 4 的 主 对 角 线 上 有 相同 元 素 时 , 则 按 重 
复 次 数 计算 ,有 相同 特征 值 时 亦 需 按 重 复 次 数 计 算 )。 

这 定理 的 证 明 颇 为 复杂 ,这 里 就 不 作 介绍 了 .从 这 个 定理 可 以 
得 知 ,由 一 个 盖 尔 圆 组 成 的 连通 部 分 ,有 且 只 有 一 个 特征 值 ; 由 两 
个 盖 尔 圆 组 成 的 连通 部 分 有 且 只 有 两 个 特征 值 ,但 有 可 能 这 两 个 
特征 值 都 落 在 两 个 圆 盘 的 一 个 之 中 ,而 不 在 另 一 个 之 中 ( 见 下 例 ) 


例 2 和 矩阵 
1 —0.8 
: 人 0 | 
的 特征 方程 为 
(4 D4 0.4= 10, 
故 4 的 特征 值 为 
A 1 一 VESi 


2 2 
又 4 的 两 个 盖 尔 锅 盘 为 
Iz—1)j 志 0.8,， |z| 过 0.5， 
但 因 和 的 模 z : 
: [| = | 三 VY0.4 = 0.632456 > 0.5, 
因此 ,这 两 个 特征 值 都 不 落 在 圆 盘 is| 委 0.5 之 中 。 
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33 谱 半 径 的 估计 


我 们 在 第 四 章 研究 矩阵 窗 级 数 收 敛 性 时 ,已 定义 过 矩阵 4 的 
谱 半 径 p(4), 并 通过 不 等 式 p(4)<R 刻 画 了 和 矩阵 4 的 徊 级 数 的 收 
伍 性 。 和 矩阵 的 谱 半 径 及 其 估计 在 线性 方程 组 的 迭代 法 收敛 性 问题 
上 ,以 及 在 差分 方程 组 的 稳定 性 问题 上 ,都 有 重要 的 应 用 ， 

我 们 已 经 知道 , 若 4= (oj) 是 复数 域 上 的 阶 方 阵 ,又 入 ,入 ， 
…, 是 4 的 全 部 特征 值 , 则 

p(4) = max | 和 | 

称 为 4 的 谱 半 径 。 

下 面 我 们 对 p(4) 作 一 些 估计 。 

在 讨论 矩阵 的 范 数 时 ,我们 曾经 证 明 过 下 面 的 结果 ， 

矩阵 4 的 每 一 个 特征 值 的 模 ( 绝 对 值 ) ,都 不 超过 矩阵 4( 在 任 
意 一 种 和 矩阵 范 数 上 。 上 定义 下 ) 的 范 数目 4 上 , 即 | 入 | 志 目 4 上 4， 

由 此 即 得 : 

定理 1 复数 域 上 的 任 一 * 阶 方 阵 4 一 (o ) 的 谱 半 径 p(4) 都 
不 超过 4 的 范 数 上 41, 即 


p(h4) < 141 ， 
这 里 1 41 是 在 任意 一 种 方 阵 范 数 上 。|| 定义 下 方 阵 4 的 范 数 。 
若 取 方 阵 范 数 1 .1 为 由 。1 1 。 -或 上 。 上 日 :, 则 有 下 


面 的 推论 : 
推论 1) pC4) 近 14 人 一 max 之 lo 
1 jG Se 
2) mm4)s 生 1 41 一 max 之 ja 
laide jas 


3) ps141: 一 VA，， 
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这 里 4x ,为 矩阵 424 的 最 大 特征 值 。 
当 4 是 正规 矩阵 时 , 则 有 下 述 定理 。 
定理 2 者 4 为 z 阶 正规 矩阵 , 则 
p(4) = 4;. 
证 明 因 4 是 正规 矩阵 , 故 存在 西 和 矩阵 P, 使 得 


P24P = | 
本 
由 此 易 得 
{2, 
Pp*A*P = / 和 
A, 
从 而 
bP 
2 
Pw A*AP = [| 
PE 
又 显然 有 


bm, =max{ [abs | 和 al) = I)’, 


+ 


这 里 i 是 {1,2,…,s} 中 的 某 个 值 。 因 此 有 
z | 4 由 :一 Www = | 入 | 。 


p(A4A) =max{ jh |, 1 和 2 和 1) 三 直 | 
所 以 p(4)= ‖ 41:。 证 毕 。 
由 于 对 角形 和 矩阵、 实 对 称 和 矩阵 、. 实 反对 称 和 矩阵 . 正 交 和 矩阵 、 丁 和 矩 
阵 、 厄 米 特 矩阵 、. 反 厄 米 特 矩 阵 都 是 正规 矩阵 ,所 以 对 于 它们 都 具 
有 性 质 p(4)= i 4 上,。 
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S84 三 义 说 矩阵 与 线性 方程 组 的 解 


设 有 线性 方程 组 
Ax = b,， (1) 

这 里 4 和 吕 分 别 是 产 xz 和 mxl 和 抢 阵 "“. 若 =2 且 4 可 道 , 则 这 
方程 组 对 任何 日 都 有 唯一 的 解 x 二 47'6。 当 m 关 ,或 m= 但 4 不 
可 首 , 方 程 组 都 不 一 定 有 和 解 ;即使 有 解 . 解 也 不 一 定 唯一 ,如 果 知 道 
方程 组 (1) 有 解 .我 们 问 : 可 和 否 用 类 似 于 4 可 道 时 解 的 表示 式 x= 
4 也 那样 来 表示 方程 组 的 解 ? 

定义 1 设 4 是 mxu 和 矩阵 , 一 个 zxm 和 抢 阵 G 称 为 4 的 一 个 
1) -广义 逆 ,如果 对 任意 给 出 的 mxX1l 和 挎 阵 b, 只 要 方程 组 4x 一 5 
有 人 解 , 则 x==Gb 也 一 定 是 解 。 

定理 1 zxX 灵 和 矩阵 c 是 xx 矩阵 4 的 一 个 (1)}- 广义 道 , 当 且 
只 当 4C4 王 4。 

证 明 ”充分 性 。 设 * 是 方程 组 4x 一 的 一 个 解 , 由 4c4=4 则 
有 

AGAx = Ax = b, 

即 4Gb==b 成 立 。 这 表明 X=Gb 是 方程 hx 一 b 的 解 。 故 由 定义 46 
是 4 的 一 个 (1)- 广 义 道 。 

必要 性 。 设 对 任意 的 mxX1 和 矩阵 b, 方 程 4x=b 有 和 解 x 二 Gb。 对 
任意 zEC',4z=b 是 mX1 和 矩阵。 由 上 述 假设 得 4G6b==b, 于 是 

AGA% = Az (YYz EE€ 0), 

因此 ,464 王 4。 证 毕 。 

现在 的 问题 是 :对 给 定 的 mxa 和 矩阵 4, 它 是 否 一 定 有 {1)- 广 

。 本 节 及 下 节 所 讨论 的 矩阵 均 指 复数 和 矩阵， 
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义 道 G? 如 果 有 ,又 如 何 确定 4 的 所 有 {1)- 广 义 逆 ? 
定理 2 对 mx 和 矩阵 4, 设 


五 。 
这 里 P, 双 各 为 几 阶 , 阶 可 道 矩 阵 , 则 4 的 所 有 {11)}- 广 义 逆 的 集合 
为 


bb. XX 
4 = (0[ JP; 这 里 X,Y,2 分 别 是 任意 的 


rm 一 r),(n 一 7 )Xr,n 一 ?7)X (mm 一 7?) 和 矩阵 


证 明 设 4 的 秩 为 ", 则 必 有 m,r 阶 可 道 矩 阵 P,8, 使 得 (1) 式 
成 立 。 因 而 
AGA = 4 多 P4040 = PAQ 
SPAQ .QO-1GP-! ». PAQ = PAQ 


"| i ot -| 


| 中 - 0 


OW = Eb 
这 里 记 z 
W X 
crop 人 四， 
凡是 >xr 子 块 。 因 此 ,4 的 每 个 (1}- 广 义 逆 @ 均 具有 如 下 形式 
ol 


X, 了 ,2 如 前 所 述 。 证 毕 . 
由 定理 2 可 得 知 ， 对 任意 mxn 和 矩阵 4, 它 的 {1)- 厂 义 道 总 是 
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存在 , 即 集合 4 在 空 。 又 由 X,7,Z 的 任意 性 ,可 见 一 般 情况 下 ， 
4 的 人 1 六 广义 逆 不 是 唯一 的 。 集 合 4{1}) 中 任 一 确定 的 元 素 ( 即 4 的 


当 m 二 a 二 7, 则 4 可 道 ,于 是 有 


4 = A 'A44A !'!=A !'!(AA™ 4A)A-! 
(A :4A)A™ (44 一 ) 
二 A 。 


这 对 任何 4 € 4({1} 都 成 立 , 所 以 这 时 4(1) 只 有 唯一 的 元 素 4-!， 
由 此 可 见 , 当 4 可逆 时 ,4 的 11)- 广 义 道 4 也 就 是 4 的 通常 的 逆 
阵 4-!， 
定理 3 若 4- 是 mxn 和 矩阵 4 的 一 个 {1}- 广 义 着 * 则 当 方 程 组 
Ax 二 6 有 解 时 ,其 通 解 可 表示 为 
X= A 5 十 (有 .一 4- A)z, 
这 里 z 是 任意 的 zx 维 列 向 量 。 
证 明 先 看 齐 次 方程 组 Ax 二 9, 这 时 由 等 式 4 一 44- 4 二 0( 欠 
阵 ) , 推 得 \ 
4( 了 一 4- A)z = 0 
对 任 一 xzEcCc" 成 立 . 即 对 任 一 zxEC (及 一 4 4)z 一定 是 4x 一 6 的 
解 . 要 证 明 4x=8 的 解 均 可 以 表示 成 这 种 形式 ,只 须 证 明 BE. 一 A-4 
的 秩 为 x 一 r, 这 里 7 是 4 的 秩 。 由 定理 2 可 得 
re PP， 
7 了 7 


而 
E, X 
-4-4=B— ol ]P4， 
7 了 7Z 


rank (Bb, 一 4- 4) = rank (OQ~!(E, — A™ 4)@) 


-ka >» | | | 


故 
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nk| 0 |- 


= Bs 
”对 非 齐 次 方程 4x==5, 若 它 有 解 , 则 由 {1)- 广 义 逆 的 定义 ,4-5b 
必 为 解 ,从 而 通 解 是 
xX 一 4 bp 十 (有 一 4 A)z, zzEC., 

定理 证 毕 ， 

利用 上 述 通 解 表示 式 , 可 以 研究 相 容 线性 方程 组 4x=b 的 解 
的 性 质 ， 

对 给 定 的 相 容 线性 方程 组 


Ax=b (AEC"':, bE Cr )， 
它 的 解 一 般 不 唯一 、 而 在 一 些 实际 问题 中 需要 在 它 的 一 切 解 之 中 
求 出 使 得 范 数 


| x | ;2 = V xx 
为 最 小 的 解 ， 这 样 的 解 称 为 该 方程 组 的 最 小 范 数 解 。 下 述 两 定理 
都 是 对 本 空间 C' 的 向 量 来 说 的 。 


定理 4 设 4- 是 mxXza 和 矩阵 4 的 一 个 {b)- 广 义 道 , 并 且 (4- 
4)* 二 4 4, 那 末 对 任 给 的 m 维 列 向 量 5, 只 要 方程 组 4x 一 上 有 解 ， 
则 x' 二 4-75 就 是 它 的 最 小 范 数 解 。 
证 明 设 4x=b 有 和 解 , 则 其 通 解 为 
x 一 4 5 十 (及 一 4-4)z zEC, 
现 设 (4-4)7 一 4-4, 今 证 x=4-8 是 最 小 范 数 解 。 由 于 
x), = 14- b+ (C8. — 4- 4)x|， 
=[4- b+ (Ek.— A- A)z]j’[A~ b+ (8B.— 4- A)z] 
一 (4- b)*(A- 0b) 十 [( 及 一 4 A)ZY[(R:— A~ A)z] 
十 (4- b)*[ (BE, — A 4)zj 十 [( 有 一 4 4)z] (4- b), 
令 b 一 4xo, 则 有 
(4- b)*{(E.— A- 4)z] 一 (4- Axo)*(E.— 4- A)z 
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一 xf(4- 4)2( 及 — A- A)z 
一 xl(4- A)(E. 一 4- A)z 
一 xf(4 4 一 4 44- 4)x 
一 xf8(4- 4 一 4- A)z 
-0 
同 理 可 证 
[CE. — A- A)z]*(4- 5) = 0,。. 
因此 有 : 
Fx) =(4- 60204- 6) + [CB, 一 4- A)z][(B. — A- A)z] 
=| 4 bl: + (8. — 4- A)zl 
过 1 4- 5b1,。 
所 以 ,4-5 是 4x 一 的 最 小 范 数 解 。 证 毕 . 

上 面 我 们 讨论 了 相 容 线性 方程 组 4x= 王 5" 的 最 小 范 数 解 ,并 由 
广义 逆 矩 阵 4- 来 描述 。 然 而 在 不 少 实际 问题 中 (如 数据 处 理 问 题 ， 
与 正 态 分 布 有 关 的 统计 问题 等 ) ,所 得 到 的 方程 组 4x=5 往往 是 
不 相 容 的 ,因而 不 存在 求 它 的 解 (准确 解 ) 的 问题 ,但 求 它 的 近似 解 
却 有 意义 .我们 可 以 求 xEC ,使 上 4x 一 5 | :为 极 小 。 这 样 的 > 就 
是 4x 王 b 的 近似 解 , 称 为 最 小 人 来 寺 最 小 范 数 解 的 捕 形 类 似 ， 
可 以 证 明 下 述 定 理 ， 

定理 5 设 4- 是 mxXzn 和 矩阵 4 的 一 个 11)- 广 义 逆 ,并 且 
(44- )* 二 44- ,; 则 对 任 给 的 m 维 列 向 量 5,x' =4-b 一 定 是 4x 一 5 
的 最 小 二 乘 解 。 

定理 的 证 明 从 略 。 以 上 我 们 从 相 容 线性 方程 组 4x=b 的 解 来 
定义 矩阵 4 的 t1)- 广 义 道 @ 或 4 。 下面 给 出 广义 逆 的 一 般 定义 。 

”定义 2 设 4 是 任 一 mxn 和 矩阵 ,如 果 nXxm 算 阵 G 满足 Moore 
一 Penrose 方程 

(1) A404= 4; (2) GAG=0; 
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(3) (GA)*=G4; (4) (40)4 一 46 
的 一 部 分 或 全 部 , 则 称 G 为 4 的 广义 送 算 阵 。 

按 这 定义 ,广义 道 和 矩阵 可 以 分 为 满足 其 中 一 个 方程 的 广义 道 
矩阵 ,满足 其 中 两 个 或 三 个 、 四 个 方程 的 广义 道 和 矩阵 ， 这 样 就 共有 
Ci 十 Gi 十 0 十 C1=15 

类 广义 道 窍 阵 。 

满足 条件 (1) 的 广义 首 矩 阵 就 是 上 述 的 {1)- 广 义 道 , 这 类 广义 
逆 ( 记 为 4{1)) 中 任何 确定 的 一 个 ,就 记 作 4-， 

满足 条 件 (1) 及 (3) 的 广义 道 矩 阵 类 记 为 4{1,3) ,其 中 任 一 确 
定 的 广义 逆 抢 阵 记 作 4x 。 例如 ,定理 4 中 的 广义 逆 4- 其实 是 某 个 
-3 

满足 条 件 (1) 及 (4) 的 广义 道 矩 阵 类 记 为 4{1,4)， 人 
成 员 记 为 4 ;如 定理 5 中 的 4- 就 是 某 个 4 . 

满足 全 部 四 个 条 件 的 广义 道 矩 阵 类 记 为 4(1,2,3,4)。 这 类 广 
义 道 对 给 定 的 4 来 说 ,只 含有 唯一 的 一 个 广义 逆 , 常 记 为 4+ ,并 称 
为 MH-P 广义 逆 。 


$5 广义 逆 和 矩阵 4 


本 节 主 要 讨论 广义 逆 4+ 的 存在 性 ,唯一 性 及 运算 。 由 上 节 定 
义 2 得 知 , 如 果 我 们 证 明了 4+ 的 存在 性 , 则 其 他 类 型 的 广义 逆 的 
存在 性 就 是 显然 的 了 ,但 是 对 于 它们 ,唯一 性 则 不 成 立 。 

定理 1 设 4 是 mxz 矩 阵 , 则 其 M-P 广义 逆 甜 阵 4+ 存 在 而 
且 唯 一 , 即 是 说 ,满足 下 列 全 部 四 个 条 件 

(1) AG4A=4; (2) GAG= 6G; 

(3) (G4)*=04; (4) (40)* = AG 
的 xxm 矩阵 G 存在 而 且 唯 一 ,并 记 为 4+， 
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证 明 唯一 性 , 设 G1,6: 是 两 个 满足 上 述 四 个 条 件 的 zXm 乞 
阵 , 现 证 G1 二 G;，。 由 于 
G 一 Oh4O = (G1.4)G, = (GA)*G, 
一 4YC4C = (AGA)*GFG) = A*GY AGT OG, 
= (G,A)* ArGHG, = G,AA GHG, 
—0Q2A(GA)"G) = GAG.AG|, = GAQG, 
同 理 可 得 G, 二 G4G1 。 所 以 ,C 一 6:。 
存在 性 。 首 先 将 4 作 奇 异 值 分 解 ( 见 第 三 章 8 9): 


0 0 
这 里 P,Q 是 本 和 矩阵 ,P 一 diag(d， yt 9。。。 ,4,), 8. 人 之 如 之 … 之 人 >0。 
现在 证 明 
D-! 0 
Ce Ps 
| 0 , 


满足 定理 1 中 的 四 个 条 件 。 事 实 上 ， 


od 
AGA = AQ | P2%4 


0 0 

D 0lifp-: 0IfD 0 
-| ye "| | 
10 0 

D-! 0 ， p-!'! 0 

GAG -0 0 中 | 中 

-和 
“lo 0loolo 0 
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-由 


这 就 证 明了 4 的 存在 性 .定理 证 毕 ， 
由 定理 1 的 证 明 得 知 , 若 4€ Cc"** 有 奇异 值 分 解 


) 1 
QO* 
0 0 


A4=P 


则 
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而 且 不 依赖 于 P,8 的 选择 , 因 4+ 是 唯一 的 ， 

车 4 是 非 奇 异 方 阵 ( 即 4 是 可 道 方 阵 ), 则 可 直接 验证 4 ! 满 
足 定 理 1 中 的 全 部 条 件 , 故 得 知 4+ 二 47'!。 所 以 ,4+ 可 以 看 作 是 
4 的 推广 

广义 道 矩阵 4+ 与 线性 方程 组 4x=5 的 最 小 二 乘 解 也 有 联系 ， 
由 于 最 小 二 乘 解 一 般 是 不 唯一 的 , 故 通常 把 它们 中 2 一 一 范 数 最 
小 的 一 个 称 为 Ax 二 b 的 极 小 最 小 二 科 解 (最 佳 壶 近 解 )。 可 以 证 
明 ,4x==b 必 有 了 唯一 的 极 小 最 小 二 乘 解 ,而 且 它 就 是 x= 475。 


司 题 五 


1. 应 用 5 定理 1 的 两 个 推论 ,估计 下 面 怎 阵 4 的 特征 值 的 界限 : 
0.9 0.01 0.12 

‘oo 0.8 0.13 

0.01 0.02 0.4 

2. 利用 贺 盘 定理 1 估计 下 面 和 矩阵 4 的 特征 值 的 分 布 范围 


| 一 0.5 一 0.5 0 
一 0.5 1.5 i 0 
0 0 —0.5: 5 0. 5 
= 0 0 5 
3. 证 明 下 面 的 矩阵 4 的 谱 半 径 p(4) 魏 1; 
1 1 1 1 
4 41 4 4 
1 2 1 1 
5 5 5 5 
A= 
1 1 3 I 
6 6 6 $6 
1 JJ 了 3 
7 
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4. 在 圆 盘 定理 中 ,如 果 一 个 连通 部 分 是 由 两 个 外 切 圆 构成 的 ,证 明 每 
个 圆 上 不 可 能 都 有 两 个 特征 值 ， 
5. 设 4 为 酉 矩阵 ,4=diag(oye ,va) ,证明 44 的 特征 值 满足 不 等 
式 ， | 
min al & lz| < max jail, 
Ii [ES 
6. 验证 4-P 广义 逆 和 矩阵 4+ 的 下 列 性 质 : 
(A+)+= A; (44+)2 一 44+ (49)+ 一 (4+ )*, 
7. 利用 公式 ( 设 4EC"”)， . 
po 人 (447)-: 当 frank(4) 二 mn， 
(44)-144 当 rank(A) = x, 
计算 下 列 和 矩阵 的 广义 逆 和 矩阵 47 : 


2 2 
1 
(1) 4= 人 | ] (2) A= | | 


0 1 
8. ”利用 公式 
At = limA”{(AA” 十 eBE)-' (AE C"”*) 
计算 和 矩阵 
1 0 0 
0 1 一 ] 
4 一 
1 0 0 
2 1 一 1 
的 广义 道 4+ 。 四 
9.” 证明: 线性 方程 组 4x=b 有 和 解 的 充 要 条 件 ,是 44+5 二 6。 这 里 4E 
COC"*"Y" ,bEC™, 、 | 
10， 已 知 


"EE 


求 4* 一 "的 最 小 范 数 解 ,及 极 小 最 小 二 乘 解 .. 


第 六 章 非 负 答 阵 


元 素 都 是 非 负 实数 的 矩阵 称 为 非 负 算 阵 。 这 类 和 矩阵 在 数理 经 
济 学 .概率 论 、 弹 性 系统 的 微 振 动 理论 等 许多 领域 里 都 有 重要 的 应 
用 . 随 着 非 负 窍 阵 应 用 的 日 益 扩 展 , 它 的 基本 特征 已 认为 是 矩阵 论 
的 经 典 性 内 容 之 一 。 为 此 ,本 章 将 介绍 非 负 和 矩阵 的 一 些 基 本 性 质 ， 
包括 著名 的 配 朗 - 弗 罗 比 尼 马 斯 定理 ,以 及 与 非 负 和 矩阵 有 密切 联 
系 而 又 有 特别 重要 应 用 价值 的 闵可夫 斯 基 和 矩阵 (M- 和 矩阵 ) 等 有 关 
主要 结果 ， 


$1 正和 矩阵 


定义 1 mxXn 的 实 矩 阵 4 一 (o) 称 为 非 负 的 ( 记 为 4 之 红 短 
阵 )) 或 正 的 ( 记 为 4>0( 和 矩阵 )) ,如果 4 的 所 有 元 素 都 是 非 负 的 
(所 有 or 之 0) ,或 正 的 (所 有 os 盖 0) 。 

若 4, 甩 是 两 个 mXza 的 实 矩 阵 ,x 是 z 维 实 向 量 , 则 由 定义 1 
便 不 难 理解 4 之 5 及 x>>6 等 式 子 的 含义 。 

在 经 济 学 .概率 论 及 组 合 学 中 ,有 许多 和 拖 阵 都 是 非 负 惩 阵 或 正 
和 矩阵。 这 是 不 难 理解 的 。 这 类 和 矩阵 有 一 些 为 一 般 和 矩阵 所 没有 的 特 
殊 性 质 ,研究 它们 显然 有 重要 意义 .正和 矩阵 中 最 重要 的 结果 要 算是 
本 节 介 绍 的 配 朗 定理 了 . 

一 个 方 阵 P, 如 果 它 的 每 一 行 和 每 一 列 都 只 有 某 个 元 素 为 1， 
其 余 的 元 素 都 为 零 , 则 矩阵 P 称 为 一 个 置换 赵 阵 。 

显然 交换 矩阵 的 两 行 (或 两 列 ) ,可 由 左 乘 (或 右 习 ) 一 个 适当 
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的 置换 矩阵 来 实现 。 害 换 矩阵 是 可 逆 的 , 且 当 忆 为 置换 和 矩阵 时 ， 
P-: 一 PT。 

定义 2 和 矩阵 4 二 (qi),x. 称 为 可 约 的 , ,如果 存 在 7 阶 置 换算 
阵 P, 使 得 

4 0 

2 a 
这 里 4 是 阶 方 阵 (1 过 kt 二 mn 一 1) ,右上 角 是 kX (nn 一 k) 的 零 答 阵 。 
否则 ,就 称 4 为 不 可 约 的 。 

按 此 定义 ,一 阶 方 阵 以 及 正和 矩阵 都 是 不 可 约 的 ， 

配 朗 (Perron ) 在 1907 年 建立 了 正和 矩阵 的 影 谱 ( 即 窍 阵 的 特征 
值 与 特征 向 量 ) 的 卓越 的 性 质 , 这 就 是 下 面 的 定理 。 本 节 的 任务 主 
要 是 证 明 这 一 定理 ,正和 矩阵 的 其 他 较 次 要 的 性 质 ,将 在 后 面 继续 研 
究 。 

定理 1(Perron) 任 一 正 矩 阵 4== (aij).x. 都 有 正 的 特征 值 7， 
它 是 特征 方程 的 单 根 ,而 且 大 于 其 他 特征 值 的 模 . 这 个 “ 极 大 ”特征 
值 对 应 于 和 矩阵 4 的 一 个 坐标 都 是 正 数 的 特征 阿 量 。 

这 个 定理 亦 可 以 叙述 成 : 

定理 1 设 4=(o),x. 盖 0( 和 矩阵 ), 且 p(C4) 为 其 谱 半 径 , 则 : 

(1) p(4) 为 4 的 正 特 征 值 ,其 对 应 的 一 个 特征 向 量 为 正 向 量 ; 

(2) 4 的 任何 其 他 特征 值 ,都 有 121<2(4)， 

(3) p(4) 是 4 的 单 特征 根 ， 

证 明 ”首先 来 证 (1). 设 4 是 4 的 按 模 最 大 的 一 个 特征 值 ,又 
x 二 (Zz1,72，,… ,1I.)" 关 9 是 相应 的 一 个 特征 向 量 。 于 是 由 定义 得 

4x = ux, 有 lx| = p(4). 
现 取向 量 > 如 下 : 
y 王 (jzjl,lzz|，……|z|)。 

今 证 > 是 4 的 以 24) 为 特征 值 的 正 特 征 癌 量 ， 

由 于 4x 王 pr .所 以 对 于 1 全 in 的 整数 :我 们 有 


pa 


LS 


ANi 一 > aoxj。 


j=1 


从 而 
p A) x) = || < 之 ol， 
写成 矩阵 形式 就 是 
pl(A)y 式 4y， 
亦 即 


(4 一 0(4)B)y 之 8 
下 面 证 明 这 不 等 式 的 等 号 成 立 。 用 反 证 法 , 设 (4 一 p(4)B)y 一 “天 
9, 则 由 于 4 是 正 矩 阵 , 且 z 是 非 负 的 非 零 向 量 , 所 以 4x>>86。 又 显 
然 有 4y>9. 因此 ,存在 >0, 使 得 4z 之 :4y。 又 由 于 
A% =A(A 一 p(A)E)y, 


所 以 
42y 一 4z 十 0(4)4y 之 [十 p(4)]4y 。 


令 [e 十 p(4)] 14=B, 则 有 
BAy 之 4y ， 
Eh 80( 答 阵 ), 故 由 上 式 可 逐步 推 得 
BAy 之 Ay (n= 1,2,.,) (#) 
但 5 的 谱 半 径 为 


PC4) 
十 0(A) 


所 以 当 co 时 ,有 ->0( 和 矩阵 ) ,因而 对 不 等 式 (* ) 两 边 取 极限 即 得 
4y 魏 6。 这 与 4y>9 相 矛 盾 ,因此 一 定 有 zx 王 6。 于 是 我 们 已 证 明了 
4y = P(4)y。 

这 表明 p(4)= |z| 是 4 的 特征 值 ,而 由 y 的 选择 已 知 > 盖 0, 所 以 y 

是 4 的 正 特 征 向 量 , 从 而 由 上 式 又 可 得 知 p(4) 盖 0。 
现在 来 证 明 (2) . 为 此 只 须 证 明 除 2(4) 外 ,不 可 能 有 4 的 其 他 
特征 值 满足 |4|=p(4). 
若是 4 的 满足 |4|=p(4) 的 特征 值 ,其 相应 的 特征 向 量 为 4 
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p(B) = < 1， 


一 (zh)7, 即 4u 一 和 2。 又 取 
v= (lul, {ful | 
类 似 (1) 的 证 明 过 程 可 得 
Av = p(A)v., 
而 由 4 一 Au 可 得 


两 边 取 绝对 值 便 得 


p(4) lu| = 12 uj| < > 可 | 一 (42) 


由 列 向 量 等 式 a 的 第 1 个 分 量 相等 ， 又 可 得 
(Av); = p(4)|ul|, 
于 是 得 到 等 式 


> a > sll. Se ds 
因 a,>>0， 放 上 上 式 表明 各 个 ， a 有 相同 的 幅 角 2 即 
a= luler (i= V1),j)= 1,2,,n 
而 9 是 不 依赖 于 j 的 常数 ,因而 向 量 4W=e*ww。 这 表明 u,v 只 卷 一 
个 非 零 常数 因子 , 故 4 也 是 4 的 以 p(4) 为 特征 值 的 特征 向 量 (由 
已 证 得 的 等 式 4v==p(4)v 已 得 知 v 是 4 的 以 p(4) 为 特征 值 的 特 
征 向 量 ) ,但 开始 时 已 假设 u 又 是 4 的 以 4 为 特征 值 的 特征 向 量 ， 
而 不 向 的 特征 值 不 能 有 相同 的 特征 向 量 , 故 只 能 是 4=p(4)。 即 
《2) 得 证 。 
最 后 来 证 明 (37。 令 B==p-:(4)4 二 (4b) 之 0( 答 阵 ), 则 有 pC8) 
三 1, 故 要 证 明 (3), 只 须 证 明 1 是 五 的 单 特征 根 就 行 了 .这 又 只 须 
证 明 在 B 的 约 当 标准 形 中 ,相应 于 特征 值 1 的 约 当 块 只 有 一 块 ,并 
且 是 一 阶 子 块 ， 
根据 结论 (1). 必 有 向 量 >= (yi1,…,y.)' 之 0, 使 得 
By = y， (1) 
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从 而 对 任何 人 之 1 都 有 
By=y,., (2) 
令 
y: = maxy: > 0, y= mingy> 0， 


则 由 (2) 式 得 


= by > by SF by, 


这 里 /多 代 表 尿 的 人力 元 素 ， 从 而 有 
中” 魏 
¥ 
这 表明 对 所 有 >1 ,好 是 有 界 的 。 假若 8 的 约 当 标准 形 中 有 一 个 
对 应 于 特征 值 1 的 约 当 块 的 阶 数 大 于 1 ,不 妨 设 其 为 2, 则 存在 可 
逆 和 矩阵 了, 使 得 


B=P F(Ah) pn 
J (hn) 


它 对 任何 巡 > 1 成 立 。 这 与 录 有 界 相 矛 盾 , 故 有 的 约 当 标 准 形 中 对 
应 于 特征 值 1 的 约 当 块 是 一 阶 的 。 下 证 这 种 子 块 只 有 一 个 ， 


设 8 的 约 当 标 准 形 为 : 
Bb 
J1(h) 
J 


Ti( XN)) 
其 中 ,为 + 阶 单位 矩阵 , 且 1%*|<1 (=1,… ,人 )， 
如 果 7r 访 1, 则 令 C=J 一 对 任 一 4 维 向 量 xEC"( 维 西 空 
间 ), 则 满足 Cx=9 的 所 有 向 量 x 的 集合 形成 "的 一 个 子 空间 , 叫 
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做 C 的 零 化 子 空间 .由 齐 次 线性 方程 组 的 理论 , 易 知 这 子 空间 的 
维 数 是 zx 一 r.=r(r. 是 矩阵 C 的 秩 )。 由 于 下 与 了 相似 , 故 > 也 是 记 
-- 妇 的 零 化 子 空间 的 维 数 。 考 虑 到 >>1, 故 除 向 量 > 满足 上 面 的 
(1) 式 外 ,必然 还 有 男 一 向 量 % 满足 

Bz = %, = (L229 2), (3) 
并 且 z 与 y 线 性 无 关 。 令 


r= max() 一 于 (4) 


Y; 
则 有 ry 之 z, 且 不 可 能 取 等 号 , 故 有 
Bry 一 5x5) > 全 0， 
利用 (1) 式 与 (3) 式 ,上 式 可 写成 
wy—%0，。 
写 出 上 式 的 第 ;个 分 量 , 则 有 
i 
Y; 
这 与 (4) 式 定义 的 + 值 相 刻 盾 , 故 7=1。 证 毕 ， 


32 非 负 矩阵 


在 上 节 ,我 们 证 明了 正和 矩阵 的 知 朗 定理 ,而 正 矩 阵 是 不 可 约 非 
负 和 矩阵 的 一 种 特殊 情形 。 弗 罗 比 尼 乌 斯 (Frobenius) 把 上 述 定理 推 
广 到 不 可 约 非 负 矩阵 上 (1912 年 )。 本 节 除 介绍 这 一 重要 结果 外 ， 
还 讨论 非 负 矩阵 的 其 他 一 些 基 本 性 质 。 

定理 1(Frobenius) 设 4 是 不 可 约 非 负 和 矩阵 。 则 4 总 有 正 的 
特征 值 7, 它 是 特征 方程 的 单 根 ;所 有 其 他 特征 值 的 模 都 不 超过 7; 
这 个 “ 极 大 ”特征 值 " 对 应 于 和 矩阵 4 的 一 个 坐标 都 是 正 数 的 特征 向 
量 ; 如 果 4 有 4 个 特征 什 

20 一 TA 
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的 模 都 等 于 *, 则 这 些 数 都 是 互 不 相同 的 而 且 是 方程 一 +* 二 0(h 
1) 的 根 ;复数 平面 上 的 点 集 (7, 为 ,… ,为 -1) 在 绕 原点 旋转 衬 角 的 
变换 下 不 变 。 当 h>>1 时 ,矩阵 4 置换 相似 于 矩阵 D, 即 


0 7 0 od 0 1 

0 0 4,, 0 
P4P7 = = | ooovosovovoeosoesseoeoseoossoeosoes 

0 0 0 A 

A 0 0 0 0 J 


这 里 PP 是 置换 矩阵 ,又 D 的 主 对 角 线 上 的 都 是 非 空 零 方 阵 . 矩阵 D 
称 为 不 可 约 非 负 和 矩阵 4 的 标准 形 ， 

这 定理 的 证 明 亦 非常 复杂 ,这 里 就 不 介绍 了 ， 

首先 要 注意 的 是 ,定理 1 不 能 照搬 到 非 负 可 约 矩阵 上 。 但 是 ， 
由 于 任 一 非 负 矩阵 4 宇 0( 和 矩阵 ) 都 可 表示 成 不 可 约 的 正 矩 阵 序 列 
(4.} 的 极限 : 


4 = lim 4. (每 个 4。 > 0( 和 矩阵 ))， (1) 
所 以 不 可 约 非 负 矩阵 的 某 些 性 质 ,在 较 弱 的 形式 下 ,对 于 可 约 非 负 
和 矩阵 亦 能 成 立 。 
对 于 任意 的 非 负 和 矩阵 ,有 下 述 定理 。 


定理 2 ” 设 4= (ai),x. 为 非 负 和 矩阵 , 则 4 必 有 一 非 负 特征 值 7， 
而 4 的 所 有 特征 值 的 模 都 不 超过 >; 特 征 值 > 对 应 于 非 负 特征 向 量 
y: 

4y 一 7ry (y 之 6, 且 y 关 0). 

证 明 设 4 有 表示 式 (1), 以 7 及 y" 各 记 正 矩阵 4。 的 “ 极 

大 ”特征 值 与 相应 的 单位 正 特征 向 量 ,于 是 
Any” 一 To ，(〈 每 个 > > 9)， (2) 

”此 时 由 (1) 式 知 存在 极限 : 
limr™” = r+， 
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这 里 > 为 4 的 特征 值 . 因 > 呈 六 0. 是 72>12 生 |, 其 中 办 ”为 4 的 
任 一 特征 值 (m==1.2,…), 取 极限 得 : 

7 之 0，7 之 | 和 |， 
这 里 2 为 4 的 任 一 特征 值 ， 

又 从 单位 特征 向 量 序列 {y”} 中 可 以 选 出 子 序列 {y“" >) , 且 它 
收敛 于 某 一 单位 回 量 y, 在 等 式 (2) 的 两 边 对 mn 的 子 序列 {mm,}) 取 极 
限 , 妈 得 

Ay 二 ry (yy 之 60, 又 > 天 6) 。 
定理 证 毕 。 注 意 定理 中 的 +=p(4). z 

Lj 注 :一 般 的 非 负 矩阵 尚 有 一 个 比较 重要 的 性 质 , 因 证 明 较 复 
杂 , 现 只 把 结果 列 出 如 下 : 

若 0( 抢 阵 ) 委 8B 委 4, 则 有 2o(8) 委 po(C4) 。 口 

由 定义 来 判别 矩阵 是 否 可 约 是 困难 的 。 有 多 种 判别 条 件 可 以 
使 用 ,下 面 我 们 来 证 明 其 中 一 种 充 要 条 件 , 即 下 述 定理 。 

定理 3 1 阶 非 负 算 阵 4 为 不 可 约 的 充 要 条 件 ,是 存在 正 整 数 
SS 和? 一 1 ,使 得 

(有 十 4)>>0( 矩 阵 )。 

证 明 必要 性 .这 只 须 证 明 对 任意 向 量 y 宕 9 (y 关 9) 都 有 不 等 

式 ， / 

(五 十 4) "'y~>90 
就 行 。 我 们 首先 证 明 在 条 件 > 之 8 与 y 关 9 下 ,向 量 *= (8 十 4)y 中 
零 坐 标的 个 数 小 于 向 量 ” 中 零 坐 标的 个 数 . 假若 相反 , 那 末 y 与 z 
有 相同 的 等 坐标 个 数 ( 因 为 zx 的 零 坐标 个 数 是 不 会 多 于 y 的 零 坐 
标 个 数 的 ) 。 所 以 ,不 失 一 般 性 , 设 

u OY 

»= [0] = 一 (u,v > 0). 
这 里 列 向 量 u.v 有 相同 维 数 。 又 令 
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A 4A,. 
4={ ] 
Az! Az? 9 


下 A AiNyru v 
oe 

因此 得 4uu 二 9, 又 因 >9, 故 有 4 二 0( 和 矩阵 )。 这 与 4 为 不 可 约 
短 阵 相 巴 盾 。 所 以 .x 与 vy 有 相同 的 零 坐 标 个 数 是 不 可 能 的 ,从 而 
证 明了 向 量 z 的 零 坐 标 个 数 小 于 向 量 > 的 零 坐标 个 数 。 

上 添 结果 表明 ;向 量 y (9e<?y 天 0) 每 用 8 十 4 左 乘 一 次 ,其 零 坐 
标 个 数 至 少 减少 一 个 ,因此 得 

(二 4 70 

充分 性 。 没有 (8 十 4) ">0( 抢 阵 ), 如 果 4 是 可 约 的 , 则 存在 置 

换 符 阵 ,使 得 


则 有 


A 十 刀 ， 0 


P(E + A)PY = | 
4zi Azz 十 Fz 


对 任意 正 整 数 上 ,都 有 
有 | 
P(E ++ A)'P” = | | 
42 
故 对 所 有 的 上 述 * 值 ， 
网 0 | 
(B+ A):=P" ~ iP 
42 42; 
这 等 式 表明 无 论 正 整数 上 为 何 值 , (8 十 4)* 中 尺 远 有 夫 元 替 , 估 此 
(十 4)" 0( 抢 阵 ) 是 不 可 能 的 。 这 就 证 明 4 不 可 能 是 可 约 的 。 证 
毕 。 


例如 , 非 负 和 矩阵 
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| 
A= |! 

LO 1 了 
是 不 可 约 的 ,因为 当 s==3 一 1=2 时, 即 有 
天 
1 2 1]| =1I4 5 4 0( 和 矩阵 )。 

UE 0 
我 们 已 经 知道 正 矩 阵 是 不 可 约 的 ,上 且 是 非 负 和 矩阵 .对 于 它 有 下 
面 的 结 

定理 4 设 4 为 正和 抢 阵 ,x* 是 4 的 对 应 于 特征 值 (4) 的 特征 

回 量 . 又 > 是 和 的 对 应 于 特征 值 (4) 的 任 一 正 特 征 同 暑 . 则 有 ， 
lim(PC4) "4)" 一 (y/x) :xy 。 
这 定理 在 数理 经 济 学 中 有 直接 的 应 用 。( 证 路 7， 

现 转 到 非 负 和 矩阵 的 分 类 问题 上 。 若 非 负 和 矩阵 4 有 上 个 特征 值 
的 模 均 等 于 A(4), 则 当 = 工时 ,就 称 方 阵 4 是 本 原 的 ; 当 /> 1 时 ， 
就 称 4 是 非 本 原 的 .统称 为 4 的 非 本 原 性 指标 .本 原 矩 阵 与 非 本 
原 和 矩阵 的 性 质 很 不 相同 。 正 矩阵 都 是 本 原 和 矩阵 ,但 反之 不 真 ， 

定理 5 非 负 和 矩阵 4 是 本 原 怎 阵 的 充 要 条 件 , 是 存在 某 个 正 
整数 m, 使 得 4>0( 和 矩阵 )。( 证 略 )， 

例如 , 非 负 和 矩阵 


(BF ++ 4)’ = 


是 本 原 的 ,因为 
4 = (”“]> 0( 答 阵 ). 
\ 3 
可 以 证 明 , 对 于 本 原 ( 非 负 ) 和 矩阵 4, 配 朗 定 理 的 结论 仍然 成 
这。 
推论 ” 设 4 宇 0( 和 矩阵 ).B 宇 0( 和 矩 阵 ), 且 4 为 本 原 和 矩阵 , 则 : 
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(1) 4 也 是 本 原 和 矩阵 ; 

(2) 对 任 一 正 整 数 ?,4' 也 是 本 原 矩 阵 ; 

(3) 4 十 下 也 是 本 犀 和 矩阵 . 

证 明 (1) 与 (2) 容 易 证 得 . 现 证 (3) 如 下 :由 定理 5, 存 在 正 整 
数 ,使 得 和 六 0( 和 矩阵 )。 又 因为 

(4 十 有 ”一 4 十 C， 

其 中 C 之 0( 和 矩阵 )。 故 (4 十 8)" 之 0( 和 矩阵 )。 从 而 (3) 得 证 ， 

关于 本 原 矩 阵 的 其 他 性 质 及 应 用 ,这 里 就 不 介绍 了 ， 


33 随机 和 矩阵 


这 里 对 非 负 和 矩阵 中 一 类 很 重要 的 矩阵 一 一 随机 矩阵 作 一 个 简 
单 介绍 ， 

考虑 4 个 随机 事件 组 Si,S:，…,S. 及 时 间 序列 ,4,4，,…。 若 
在 这 些 时 刻 的 每 一 瞬间 ,这 事件 组 有 一 个 且 只 有 一 能 够 出 现 . 如 果 
在 时 刻 4 出 现 的 事件 为 S,, 则 事件 S 在 时 刻 &4 出 现 的 概率 记 为 pm 
(j= 二 1,2, on 沪 二 1,2,…)。 又 假设 条 件 概 率 pi 《i,j 二 1,2,… ,nn) 
与 足 数 无关 、 | z 

当 给 出 了 条 件 概率 矩阵 P= (7).x, 时 ,我 们 就 说 给 出 了 有 限 
事件 的 纯 马尔 可 夫 (Markov) 链 。 在 这 里 显然 有 


> 0 il C7 


定义 1 非 负 矩 阵 4 一 (o).，. 称 为 一 个 随机 矩阵 ,如 果 4 的 每 
一 行 上 的 元 素 之 和 都 等 于 1、 
随机 和 矩阵 有 重要 的 应 用 价值 , 它 在 有 限 马 氏 过 程 理论 中 起 着 
基本 的 作用 , 它 也 经 常 出 现在 数理 经 济 学 及 运筹 学 的 各 种 模型 问 
题 中 ， 
随机 矩阵 作为 非 负 符 阵 中 的 一 类 ,当然 前 述 非 负 和 矩阵 的 各 种 
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概念 和 结果 ,对 它 也 是 适用 的 .这 里 只 是 着 重 考虑 它 的 一 些 特殊 的 
性 质 ， 

从 定义 得 知 , 随 机 和 矩阵 4 有 特征 值 1, 且 与 之 对 应 的 有 正 特 征 
向 量 zs 一 (1,1,…,1)7 .反之 亦 易 看 到 ,每 个 非 负 的 zx 阶 矩 阵 4 有 特 
征 值 ! 且 对 应 于 1 的 特征 向 量 为 (1,1,…,1)” 时 , 则 4 都 是 随机 
矩阵。 这样 我 们 就 得 到 下 述 定 理 ， 

定理 1 非 负 矩阵 4= (a).x, 是 随机 和 窍 阵 的 充 要 条 件 ,是 和 矩阵 
4 有 特征 值 1, 且 * 维 向 量 z=(1,1,…,1) 是 与 1 相应 的 一 个 正 
的 特征 问 量 . 

可 以 证 明 . 特 征 值 1 是 随机 符 阵 的 “ 极 大 ”特征 值 ( 其 他 特征 值 
的 模 都 不 超过 1) . 

具有 正极 大 特征 值 与 对 应 正 特征 向 量 的 韭 负 窍 阵 ,与 随机 害 
阵 之 间 存在 着 密切 的 关系 ， 

定理 2 若非 负 窍 阵 4== (ai).x,. 有 正 的 极 大 特征 值 7= p(4) 
>0, 且 对 应 于 数 r+ 有 正 的 特征 向 量 z= (z,z;,…,z.)"9, 则 和 矩阵 
4 能 相似 于 数 7 与 某 个 随机 和 矩阵 P 的 乘积 : 

4 一 Z(rP)Z-I，Z2 三 diag(zl，……，z.) 。 
即 是 说 ,(Z-!42)Vr 是 随机 矩 阵 、 


证 明 因为 
> 一 7 (1 二 1],2,..,n) | (1) 
} 三 1 
引入 对 角 和 矩阵 
Z =diag(zi,22 ,°° ,2,) 
及 矩阵 
Pp =-142, 
T 
则 
7 一 一 之 0 (7) 二 1,2,… ,7n)。 
而 由 (1) 式 可 得 
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SS =1 (i=1,2,,n). 


j= 1 


即 P 是 随机 和 矩阵 , 且 有 4=Z(rP)Z-!。 证 毕 。 

在 实际 应 用 中 常 要 考虑 随机 和 矩阵 4 的 幕 序 列 {4"} 的 收敛 性 。 
由 于 4 的 极 大 特征 值 +==1, 且 4 的 任 一 模 等 于 1 的 特征 值 所 对 应 
的 约 当 块 都 是 一 阶 的 (证 略 ), 故 有 如 下 结果 ， 

定理 3 设 4 为 不 可 约 随机 和 矩阵 , 则 极限 


lim A”" 
网- 二 < 


存在 的 充 要 条 件 是 4 为 本 原 矩 阵 . 
例 ” 某 区 人 口 流 动 问题 的 研究 ,导致 随机 和 矩阵 


心 
| 
SI ee 


的 蜂 产 的 极限 问题 . 
由 于 5 十 P 之 0, 故 PP 不 可 约 。 又 


1 

1 

1 

4 > 0 
] 

忆 | 
所 以 P 是 本 原 矩 阵 ,; 故 由 定理 3 知 limP" 存在 . 又 用 归纳 法 可 证 明 


~ | 心 | 一 


其 中 


了 =3[1+ 二 
因此 得 : 
| 
i 
] 1 1 
S84 M- 算 阵 


在 生物 学 .物理 学 及 数理 经 济 学 等 领域 中 ,有 许多 问题 可 以 妇 
结 为 具有 特殊 构造 的 矩阵 的 问题 ,在 这 类 和 矩阵 中 ,具有 非 正 的 非 对 
角 线 元 素 的 实 方 阵 扮演 着 重要 和 角色。 设 4= 《ai).x., 其 中 当 居 ;时 
都 有 i 夺 0, 易 知 这 种 矩阵 4 都 可 以 表示 成 4=sB 一 B, 其 中 B 之 0 
(矩阵 ),s>0.。 故 这 种 算 阵 与 非 负 矩阵 有 一 定 的 联系 。 这 里 讨论 其 
中 重要 的 一 类 , 称 为 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 和 矩阵 ,简称 MM- 和 矩阵. 

定义 1 设 4=s8 一 5 为 za 阶 实 矩阵 , 且 8 之 0,s>0。 那 末 , 若 s 
之 p(B), 则 称 4 为 M- 卸 阵 ; 老 sp(B), 则 称 4 为 非 奇 异 M- 和 矩阵 。 

全 体 # 阶 实 方 阵 的 集合 用 记号 M.(R) 表 示 。 又 记 
2°*** 一 (4 一 (oj) €E MR):YB i ja 0,j = 1,2,.,n), 
我 们 首先 给 出 非 奇 异 M- 和 矩阵 的 一 些 特性 , 
定理 1 设 4E2 为 非 奇异 M- 和 矩阵 , 且 PEZ2 ,又 4 委 0。 
则 ， 

(1) 4-! 与 D1 存在 ,有 目 4-! 之 D-! 之 0( 算 阵 )， 

(2) D 的 每 个 实 特征 值 为 正 数 ; : 

(3) ID 之 14|>0. 

证 明 由 假设 有 

4 二 sh 一， 上 8 之 0( 和 矩阵 ),s 之 p(B). 
231 


对 任意 给 定 的 实数 o 委 0, 考 虑 和 矩阵 
C= A—wB= (s— ww)E— Bb, 
由 于 s 一 0 之 p(B8), 故 C 也 是 非 奇异 M- 和 矩阵 。 这 表明 非 奇异 M- 窍 
阵 的 每 个 实 特 征 必 是 正 数 ,由 于 DE Z"**, 故 存在 足够 小 的 正 数 。， 
使 得 
P= 一 eD 之 0( 和 矩阵 )， 
此 时 ,由 条 件 4 委 D. 可 得 
0 二 一 eA 之 8 一 eD 之 0( 和 矩阵 )， 

即 

0( 和 矩阵 ) PP 二 wv， 
因 非 负 和 矩阵 的 谱 半 径 p(8) 为 8 的 非 负 特征 值 ,所 以 

[I(1— pO)E— eA|l= 10 — p(Q)E| = 0. 

由 此 又 得 知 


一 (1 一 p(Q)) 


为 4 的 实 特 征 值 。 由 上面 所 得 到 的 结果 ( 非 奇 异 M- 和 矩阵 的 每 个 特 
征 必 是 正 数 ) 便 知 


1 — p(Q) > 0， 
因此 有 
0 p(Q) 1., 
又 
(eA)-! 二 (8 一 0)-1 二 十 8 十 8 十 … 之 0( 和 矩阵 ). 


故 有 47! 之 0( 和 矩阵 )。 又 因 
0( 短 阵 ) 三 PO (k= 1,2,.…) 
又 
plP) < p(Q) < 1， 
于 是 有 
(2D)-!= (BC— P=B++P+P+ (ed)!, 
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从 而 得 
4 之 2 之 0( 和 矩阵 )。 
即 性 质 (1) 已 得 证 ， 

现 证 (2): 取 ae 委 0, 则 2 一 <8 之 4, 由 (1) 得 2 一 oa 非 奇 异 , 因 而 
D 的 所 有 实 特 征 值 为 正 数 ， 即 (2) 得 证 ， 

最 后 来 证 明 (3)。 由 上 面 的 分 析 , 只 须 证 明 : 若 4 的 所 有 实 特 
征 为 正 数 , 且 4 二 7?, 则 (3) 便 成 立 。 这 可 以 对 矩阵 的 阶 数 4 作 归 纳 
证 明 . 设 4 ,D, 分 别 是 4 及 D 的 前 4 一 1 行 ,前 7 一! 列 构成 的 矩阵 ， 
则 41,D 都 属于 2" ?日 4 过， 

由 于 和 矩阵 

a 4 0 GE Px 

0 a. , 

满足 4 二 4, 故 由 (2) ,4 的 所 有 实 特征 值 为 正 数 。 因 而 4 的 所 有 实 
特征 值 亦 为 正 数 。 按 归纳 法 假设 ， ala 而 由 (1)， 
4-! 宇 D-! 之 0( 和 矩阵)。 于 是 

(4-D) ,之 (D-0 0 
(这 里 (4 一 ). 表 示 4 一 的 (xz 元素。) 
亦 即 


因此 ,14|>>0, 1D1>>0, 且 有 
ol> ple AMAl> MI> 

定理 证 毕 。 

从 定理 的 证 明 中 看 到 ,车 4,DE 2 上 且 4<<D, 则 4 为 非 奇异 
M- 和 矩阵 蕴含 着 D 也 是 非 奇 异 M- 抢 阵 , 且 有 1D| 之 14|>0。 这 个 
果 在 许多 实际 问题 中 十 分 有 用 。 此 外 ,着 定理 1 中 的 假设 " 非 奇异 
M- 答 阵 "改换 成 “4 的 每 个 实 特征 信者 是 正 数 ”, 则 定理 1 的 各 个 结 
论 仍 成 立 ， 
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定义 2 设 4= (4) 是 阶 复数 矩阵 ,如 果 
le 之 Dlal j= 1.2,.,n, 
则 称 4 为 行 对 衣 占 优 的 ,如 果 上 述 不 等 式 是 严格 不 等 的 , 即 
|a. | pe >» la,, | i 1],2,.,n, 


则 称 4 为 行 严 格 对 外 站 优 的 .类似 地 可 以 定义 列 对 角 占 优 概念 。 
以 下 我 们 把 行 对 角 占 优 简单 地 说 成 对 角 占 优 ， 

下 面 的 定理 是 非 奇 异 M 和 矩阵 的 -个 基本 定理 , 它 提 供 了 非 奇 
异 M- 挎 阵 的 多 种 等 价 条 件 。 

定理 2 设 46E2Z”, 则 以 下 各 命 感 彼此 等 价 : 

(1) 存在 x 之 9, 使 得 4x>9 

(2) 存在 x 闫 9, 使 得 4x>>0; 

(3) 存在 正 对 角 和 矩阵 D, 使 得 4D 为 严格 对 角 占 优 窍 阵 , 且 4D 
的 所 有 对 和 角 线 元 束 为 正 数 ; 

‘4) 若 BER"* 且 FR 守 4. 则 B 非 辣 导 ; 

‘5) 4 的 任意 主子 阵 的 每 个 实 特 征 值 为 正 数 ; 

《6) 4 的 所 有 主子 忒 为 正 数 ， 

(7, 对 每 个 上 (1 入 Ena ,4 的 所 有 大 阶 主 子 式 之 和 为 正 数 ; 

“8) 4 的 每 个 实 特征 值 为 正 数 ; 

(9) 4 为 非 奇 异 M- 和 矩阵 ; 

(10) 存在 4 的 一 种 分 裂 4 一 P 一 和. 使 得 

PP 之 0( 和 矩阵 ),&0( 和 矩阵 ) 且 p(CP-I8) < 1 

(11) 4 非 闸 异 且 4-: 之 0( 和 矩阵 )。 

证 明 (11) 二 (2): z 

设 x 之 8 满足 4x 光 90。 邻 e=(1,1, ,1)"ER'; 由 于 Ax>9, 故 
有 e 汪 0, 使 得 

Ax 十 ehe > 0 
这 时 ,* 十 re 盖 6 满足 A(x 十 必 ) 盖 9。 
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设 x>>68 满 足 4x>>6。 邻 0=diag(rziyzz…z), 则 有 
> ol zi 一 1, 2， 


因此 4D 是 严格 对 角 占 优 甜 阵 ， 且 所 有 对 角 线 元 素 为 正 数 ， 
(3) 一 (8)， 
设 7 二 diag (所. di，…,d,) 为 (3) 中 的 矩阵 , 且 4D 严格 对 角 占 
优 ,其 所 有 对 角 线 元 素 为 正 数 , 则 4 为 广义 严格 对 角 占 优 和 矩阵, 纯 


于 . ; 
[al 站 -> oz 有 zz>0 G= 1,2,.…,n), 
i 


又 所 有 >0, 故 由 圆 盘 定理 得 知 4 的 每 个 实 特征 值 为 正 数 ， 

(8) 一 (9) 

设 4=s5 一 Bs>0,B52>0( 和 矩阵 ) , 则 s 一 p(B8) 为 4 的 实 特征 值 ， 
由 (8) 知 它 是 正 数 , 即 s 汪 p(B), 故 4 为 非 奇 异 M- 算 阵 。 

(9) 二 (4): 由 定理 1 妓 得 . 

(4)= (5). 

设 4 为 4 的 任 一 阶 主子 式 , 和 4 为 4 的 实 特征 值 ， 以 下 用 反 
证 法 证 明 2>>0。 

假若 40, 则 定义 矩阵 BE 2*** 如 下 : 


mi 一 2 当 i=j， 
5 = 当 i 关 j 且 i.j 属 于 4 在 4 中 的 行列 序数 集 ， 
0 其 他 情形 ， 
由 于 2 和 0, 故 有 8 宇 4。 由 (4) 知 5 非 奇 异 , 又 因 有 B=4 一 48B, 且 和 
为 4 的 特征 值 ,所 以 
| 下 | = ll IB,| = 0。 


这 里 及 为 的 阶 主子 阵 ， 它 在 中 的 行 、 列 数 与 4 相同 ,而 S 表 

示 这 种 行 数 ( 也 是 列 数 ) 的 集合 。 比 如 当 5 二 41,3,7} 时 , 则 户 为 8 

的 由 第 1、3.7 行 及 第 1、3.、 7 列 的 元 素 构 成 的 3 阶 主子 阵 ， 由 181 三 
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0 知 B 是 奇异 的 ,这 与 (14) 中 8B 为 非 奇 异 的 假设 相 巴 盾 ， 故 有 2>>0。 

(5)= (6). 

因为 厅 4 为 4 的 任 一 上 阶 主子 阵 , 则 

f(4) 一 |) 及 一杯 | 一 驴 十 入 十 Aes 
而 14.| 二 1%… 为 ;由 于 4 是 实 和 矩阵,f(2) 是 实 系数 多 项 式 , 故 若 有 
复 根 则 必 成 双 . 因 此 ,在 14|=22… 因 的 乘积 中 ,如 有 复数 的 特征 
值 包 , 则 必 有 另 一 复数 特征 值 宛 ( 共 轿 复 数 ) ,而 2 入 之 0。 再 由 (5) 
便 知 |4 | 之 0。 

(6) 二 (7); 显然 成 立 ， 

(7)—= (8). 

因为 

,EE ny 0 Ge Ce 

式 中 ce 为 4 的 所 有 上 大 阶 主子 式 之 和 。 由 (7) 知 所 有 ce 盖 0, 因 此 
(x* ) 式 不 能 有 非 正 的 实 根 , 亦 即 4 的 所 有 实 特征 值 都 是 正 数 。 

(9)= (10): 

取 P=sE 及 8==B, 这 里 的 s,B 满足 

4 二 s8 一 Bs 之 p(B),B 之 0( 矩 阵 )。 
这 时 ,P-! 之 0( 矩 阵 ), 0 之 0( 和 矩阵 ), 又 
pnP-O) = p(=B) = p(B) < |， 

(10) 一 (11): 

设 (10) 成 立 . 则 有 4= P(B 一 C) ,其 中 C=P-:0, 又 因 w(C)< 
1 ,所 以 有 

4 一 四 一 C)-IP (B+C+C + )p-!, 

故 从 C=P “4 之 0( 短 阵 )， 得 4- 之 0( 短 阵 )。 

(11)=>(1). 

今 x= 4rie. 这 里 ee 一 (1.1,.….1)7， 由 (11) 有 

所 以 x 宇 0.4x=e>9。 定 理 证 毕 。 
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价 : 


应 用 矩阵 的 不 可 约 性 质 , 常 可 得 到 一 些 加 强 的 结果 .对 于 46E 
为 不 可 约 矩 阵 的 情形 , 则 有 
定理 3 设 4E2 ”上 且 为 不 可 约 和 矩阵 , 则 下 列 各 命题 彼此 等 


(1) 存在 x>9, 使 得 4x>0; 

(2) 存在 x>6, 使 得 Ax 之 9, Ax 关 90; 
(3) 4 为 非 奇 异 M- 和 矩阵 ; 

(4) 4-! 之 0( 窍 阵 )，。 


定理 证 明 从 上 略 . 


以 上 讨论 了 非 霖 出 M- 和 矩阵 的 一 些 基 本 性 质 ,但 一 般 的 M- 定 


阵 与 非 奇 异 的 M- 窍 阵 在 应 用 中 几乎 同等 重要 。 由 于 一 般 的 M- 逢 
阵 ( 尤 其 是 奇异 的 M- 和 矩阵) 研究 的 难度 大 , 故 其 理论 比 起 非 奇 异 
M- 答 阵 来 要 弱 一 些 ， 


下 而 .我 们 给 出 一 般 M- 矩 阵 的 一 些 特 性 ， 

定理 4 设 4E€E%**, 则 以 下 各 命题 彼此 等 价 : 

(1) 4 是 M- 和 矩阵 ; 

(2) 对 每 个 :>0,4 十 eh 是 非 奇异 M- 矩 阵 ; 

(3) 4 Es 

(4) 4 的 所 有 主子 式 非 负 ; 

(5) 对 每 个 人 一 1.2.- .4.4 的 所 有 4 阶 主子 式 之 和 为 非 负 详 


: (6) 4 的 每 个 实 特 征 值 非 负 ， 


证 明 (1) 二 (2); 由 M- 和 矩阵 定义 即 得 。 
(2)=>(3): 


设 4 为 4 的 任 一 + 阶 主子 阵 .4 是 4 的 特征 值 . 春 2 为 负 实 , 


人 NE B= iy 因而 be i 特征 


ey 
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《3) 一 (4): ee 
”. 因 4 的 主子 式 等 于 对 应 主子 阵 所 有 特征 值 的 有 积 ,而 非 实 特 
征 值 之 积 为 正 数 。 
(4)=>(5): 显 然 成 立 ， 
(5)=>(6) : 
类 似 于 定理 2 证 明 中 (7) 一 (8) 的 证 法 ,并 利用 此 证 法 中 的 
《# ) 式 .这 时 6) 保证 此 公式 中 的 6 之 0 (一 1， 2，…a) 。 
如 果 56) 式 不 成 立 , 测 4 有 实 的 负 特征 值 罗 ,将 加 代 入 (C(x) 
式 , 则 左边 为 零 ,右边 为 非 负 实数 之 和 , 且 第 一 项 (一 xz)>0, 这 是 
不 可 能 的 。 
(6)=> (1). 
用 类 似 于 定理 2 中 证 明 (8)>(9) 的 方法 即 得 。 定 理 证 毕 。 
类 似 于 定理 3 的 情形 ,我 们 有 : 
定理 5 设 4 为 不 可 约 的 奇异 M 一 和 矩阵, 则 : 
(1) rank4 一 ?一 1; 
(2) 存在 正 回 量 x>6, 使 得 4x 一 9; 
(3) 4 的 所 有 真主 子 阵 为 非 奇 异 的 M- 矩 阵 , 特 别 有 ai>>0 (1 
<I< nan) ; 
(4) 对 任意 xER, 若 4x 之 9, 则 4x 一 0。 
证 明 这 里 只 给 出 (1)、(2)、(4) 的 证 明 . 
(]) 设 4=s8 一 B,80,B 之 0( 和 矩阵 )。 则 B 为 4 阶 不 可 约 非 负 
和 矩阵 , 故 由 Frobenius 定理 ,p(B) 二 0 为 8 的 单 特征 根 ,又 因 4 是 奇 
异 的 , 故 s 一 p(8)=0 为 4 的 单 特征 根 ,于 是 有 rank4 王 xz 一 1 
(2) 设 x>9 且 Bx 二 p(B)x, 于 是 z 
‘Ax = sx — Bx = p(B)x —. Bx =0. 
(4) 设 对 菜 个 xE RR,Ax 之 6。 由 (2) 有 y 一 8 满足 4'y= 二 0 或 y4 
二 9。 若 4x 关 8, 则 有 y74x 关 0, 这 与 半 4=6 夭 盾 ， | 
最 后 略 提 一 下 M- 和 矩阵 在 投入 - 产 出 分 析 中 的 应 用 ， 
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以 上 述 的 M 矩阵 理论 为 基础 ,经 过 简单 的 分 析 推 导 可 得 到 开 
式 Leontief 模型 (一 种 基本 的 投入 - 产 出 生产 模型 ) 的 基本 定理 ， 

若 此 模型 的 投入 矩阵 为 非 负 和 矩阵 7, 且 4 一 有 -7, 则 下 列 各 个 
命题 互相 等 价 : 

(1) 4 为 非 奇 异 M- 和 矩阵 ; 

(2) 模型 是 可 行 的 ; 

(3) 模型 是 可 获 利 的 ， 

对 于 闭 式 Leontief 模型 .要 用 到 “具有 性 质 ”的 M- 和 矩阵 的 概 
仿 。 一 个 M- 矩 阵 4 称 为 "具有 性 质 c” 的 ,如 果 4 可 以 表示 为 4=sE 
一 .0,8 关 9( 矩 阵 ), 且 和 矩阵 7= 汪 的 每 序列 收 合 ， 

关于 闭 式 Leontief 模型 的 可 行 性 有 下 述 结果 

(1) 具有 投入 矩阵 7 的 困 式 Leontief 模型 为 可 行 的 ,其 必要 条 
件 是 矩阵 4= 有 一 7 为 “具有 性 质 ”的 M- 和 矩阵 ; 

(2) 当 和 矩阵 7 不 可 约 且 4 奇异 , 则 模型 可 行 的 充 要 条 件 , 是 4 
为 “具有 性 质 c” 的 M- 和 矩阵 。 

关于 M- 和 矩阵 的 应 用 ,这 里 就 不 作 更 深入 的 讨论 , 


239 


参考 书目 


[1 bp,P. 寺 特 马 厅 尔 .矩阵 论 , 高 等 教育 出 版 社 ,1955. 

[2 末 .M. 普尔 冯 德 ,线性 代数 学 ,高 等 教育 出 版 社 ,1957. 

[3] 北京 大 学 数学 系 .高 等 代数 ,人 民 教 育 出 版 社 ,1973. 

[4 将 尔 雄 等 ,线性 代数 ,人 民 教 育 出 版 社 ,1979. 

[5] 黄 琳 , 系 统 与 控制 理论 中 的 线性 代数 ,科学 出 版 社 . 1984. 
[6] 陈 公 宁 ,和 矩阵 理论 与 应 用 ,高 等 教育 出 版 社 , 1990. 

[7 丁 学 仁 等 ,工程 中 的 矩阵 理论 ,天 津 大 学 出 版 社 ,1985. 

[8] R.A. 台 恩 等 .矩阵 分 析 , 天 津 大 学 出 版 社 , 1989. 

[9] 李 乔 ,矩阵 论 八 讲 , 上 海 科学 技术 出 版 社 , 1988. 

[10] 蒋 正 新 等 ,矩阵 理论 及 其 应 用 ,北京 航空 学 院 出 版 社 ,1988， 
[11] R. Bellman ,Introduction to Matrix Analysis, McGraw — Hill, N.Y. ,1970. 


[12] A.S. Deif, Advanoed Matrix Theory for Scientists and Engineers, Abacus 
Press ,1982. 

[13] 郑 大 钟 ,线性 系统 理论 ,清华 大 学 出 版 社 ,1990. 

[1!4] 何 争 , 现 代 控 制 理 论 基 础 ,机 械 工业 出 版 社 ,1987. 

[151 蔡 大 用 ,数值 代数 ,清华 大 学 出 版 社 ,1987. 

[16] YW.C, 索 明 斯 基 等 ,高 等 代数 习题 集 ,高 等 教育 出 版 社 ,1956. 

[17] V.B. 普 罗斯 库 烈 柯 夫 , 线 性 代数 习题 集 , 人 民 教育 出 版 社 ,1981. 

[18] 杨 子 悄 ,高 等 代数 习题 解 ,山东 科学 技术 出 版 社 ,1982. 

[19] €.R.Rao and S.K. Mitra, Generalized inverse of Matrices and its Applica- 
tions , JOHN WILEY & SONS, INC, 1971. 


哈 尔 效 般 外 了 和 拍 学 久 
| 因 书 给 


潍 书 


ea te De ap 


一 GE 十 … 十 Cne。 一 工 
5. (证 ) 只 需 证 明 e,…，e, 线性 无 关 。 设 了 中 有 向 量 xzo 一 zel 十 
… 十 ze, 且 表 示 法 唯一 。 
如 有 
clel 十 … 十 cne, 二 0， 
则 有 \ 
xo = (Zi 十 ci)el 十 … 十 (ZX, 十 co)en， 
由 于 向 量 ze 表示 法 唯一 , 故 有 
Z1 一 Ti 二 cr, = TX 二 ci, 
从 而 有 ci 一 0, cn 一 0 
这 证 明了 el,… ,ei 线性 无 关 。 


1 1 
6. D1 汉 ， 去 


2 
2)(33 ,一 82,154) 
7. 1) 过渡 矩阵 为 
2 0 5 46 
13 3 6 
1121 
1 0 1 3 


(2) 向 量 x = (6 6 ,6 ,84) 在 基 Pp ,800 下 的 坐标 为 : 
名 er 人 6 四 56 é, or SSé,, 
”一 1 4e 目 二 23 
= 二 3 7 人 
é, == 3 5h, 
OO 1 26 
和 27 9 3 和 274 


(3) 非 零 向 量 为 cycycy 一 c),( 任 c 关 0) 
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8. (1) 是 子 空间 ; (2) 不 是 子 空间 。 
9.〈 提 示 ) 。 因 为 
(2, 一 1 3,3) = 二 (一 1)(1,1,0,0) 二 3(1,0,1,1)， 
(0,1, CO—1,—1)= (1,1,0,0) 十 (— 1)(,0,1,1). 
10. (证) 如 V 的 维 数 是 0, 则 V 与 V, 都 是 零 空间 ,当然 相等 。 
如 Vi 的 维 数 是 m 关 0, 由 于 六 ESY 故 Vi 的 任 一 组 基 
@iyC29° Em | 
都 是 Y: 中 的 线性 无 关 组 。 又 因 了 :与 Vi; 的 维 数 相同 , 故 这 个 线性 无 
关 组 也 是 了 的 一 组 基 。.V， 与 V, 有 相同 的 基 , 因 此 相等 ， 
11. 设 Y 一 (ai,azya3sa4) EV 人 门 WW, 则 有 
一 Q2 十 4s 一 二 0，ai 十 ds 十 Q;3 十 a 二 0. 
由 此 二 式 相 加 或 相 减 便 可 得 ， 
al 十 as 一 0，ad 十 ai 一.0 
从 而 ai = 二 一 a;,as = 二 一 as， 故 得 
X=(ai,4s, — ais — 4s) 
二 a1(1,0, — 1,0) 十 az(0,1,0,， — 1) 
但 (1,0, 一 1,0),(0,1,0, 一 1) 线 性 无 关 , 它 就 是 所 求 的 基 。 
12. 因 Vi 十 V; = L(a ,0,,03) + LCB,,B,) 
一 也 (a ayasyp 0). 
故 V, 十 Vi 的 维 数 就 是 向 量 组 
Qi, ,03 ,Pi, Pe | 
的 秩 , 它 的 任 一 最 大 线性 无 关 组 ,都 构成 Vi+V, 的 一 组 基 , 以 Qi， 
az ,3 ,Pi 0 为 行 向 量 构 成 矩阵 4, 并 施行 初等 行 变换 , 便 得 到 、 
1 0 2 1 1 0 2 1 
== 0.0 到 =3 
3 0| 二 |0 0 一 3 一 3 
0 1| lo1—2 0 
3 1 8 Me 


EO OO 
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1 0 2 ] 1 0 2 1 
0 0 ] 1 0 0 1 1 
之 |0 0 0 0 之 |0 0 0 0 
0 1 —2 0 0 1 二 2 0 
0 .0 3 .3 0 0 0 0 


由 此 可 见 矩 阵 4 的 秩 等 于 3, 且 wyaz yp， 线性 无 关 , 它 就 是 了 , 十 V， 
的 一 组 基 。 
13. (1) 设 a, 68 EV, 且 


开 区 
4 一 > Xi; > Xi; 
1 1 


p= jye: 了 Ze. 
则 有 
«二 p= Cz, 十 y;)e; 一 人 >， (7 十 yi)€;， 
1 1 


ka= Si 一 p> (k 是 数 ) 
1 


即 “十 8 与 &c 在 两 组 基 上 的 坐标 也 是 相同 的 ,所 以 < 十 BE Vi， 
ka E Vi， 即 了 是 子 空 间 。 

(2) 因 V 中 每 个 向 量 在 两 组 基 下 的 坐标 相同 ,所 以 基 疝 量 ed 
二 1,2,…,n) 在 e1,e,…,e, 下 的 坐标 为 (0,…,0,1,0.…,0)( 第 i 个 
坐标 为 1) 它 也 应 为 e; 在 基 6 ,e,,… ,é, 下 的 坐标 ， 于 是 有 : 

e; 一 16 一 6 一 1 2…)72) 

14. 由 齐 次 线性 方程 组 的 理论 可 推 知 V, 是 x 一 1 维 的 , 且 有 
基 a = (一 1,1,0,"…*,0),0 = (— 1,0,1,0,.,0),** ,a1 一 
(一 1,0,…,0,1), 义 X= 二 ZX: 一 … 一 2 即 : 
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1 一 ~ 二 0 


T= 一 0 


Tel 一 一 0 
这 方程 组 系数 矩阵 的 秩 为 ”一 1, 故 解 空间 V: 的 维 数 为 1, 令 z, = 
1, 便 得 7 的 一 组 基 , 即 n 维 问 量 = (1, 1 1)， 又 以 aa 
0,-1,B 为 行 的 n 阶 行列 式 

S$ | 


闪 浸 仿生 芝 玉 过 千夫 生生 宙 才 用 分 闪 分 雪 这 有 者 匠 向 熏 基 分 种 一 《一 1)*+l。7 天 0. 
上 上 二 52 


故 wyc，…a -1 有 为 Fe 的 一 组 基 , 且 有 De Vi DV,. 
15. 设 a 是 Ax = 9 的 一 个 解 ( 向 量 ), 则 有 


A Ala 
A A 

| 和 一 0, 即 3 0， 
4; ya 


从 而 有 hia 二 9, 即 a € ViG 一 1,2,…,8S), 故 有 
acEVnvn…nyr， (x) 

反 过 来 ,如 有 关系 式 (* ), 则 将 上 述 过 程 倒 推 , 便 可 得 出 Aa 
9, 故 aE€EV., 

综合 以 上 结果 便 得 所 证 。 

16. 设 V 是 nn 维 线性 空间 ?8C19C29 Cn 为 其 一 组 基 , 则 工 (e;) 都 
是 一 维 子 空间 (i = 二 1,2,…,n), 且 有 Le) 十 了 (ez) 十 … 十 工 (e,) 
二 L(ei,@i,… en) 二 V, 叉 因 e1,e:,…,e, 是 基 , 零 向 量 0 表示 式 唯 
一 , 故 这 个 和 是 直 和 , 即 L(e) BL(e) ODLe,)=V, 

17. 从 定义 出 发 可 证 明 7T,T, 是 线性 变换 , 又 
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pe ea nip 


(Ti 十 T2)(Cziyzz) 一 7 CCZZ2) 十 (7Z19Z2) 
一 (zy 一 2) 一 (Zi 一 2Zz) 

一 (Zl 十 Xi, 一 XI TX2) 
(TT,) (T1722) = TF,(xi ,Zz2)) 

= T(xis — Xs) = (— Xs, — X11), 
(TsT) (xix2)= TT (x ,7x2)) 

= T(zXs, — Z1) = (X271) 

18.1) 因 TC(4 十 B)==C(4 十 B) 一 (4+B)C 
= (CA— AC)+ (CB — BC) 


= 了 (4) 十 T(B) 
TA) = CA) 一 (kA)C = kCAh — AC) = kT (A) 
故 了 是 线性 变换 。 
2) 因 为 


T(A) .B+A.T(B)=(CA— AC).B+ A. (CB— BC) 
—CAB 一 4BC = T(AB). 
19. 因为 (TT 十 S$S)(1,0,0) =TQ,0,0) 十 S(1,0,0) 
一 (1,0,0) 二 + (0,0,1) = (1,0,1) 
同 理 得 (TT 十 S$S)(0,1,0) = (2,0,0),(T 十 S)(0,0,1) = (1,1,0) 
这 表明 线性 变换 工 十 5 把 R’ 的 一 组 基 向 量 
el 一 (1,0,0)，e; = (0,1,0), es 一 (0,0,1) 
变换 成 R 中 的 另 一 组 基 向 量 ;( 易 证 它们 线性 无 关 ) 
@ = (1,0,1), é, = (2,0,0), 人 @ = (1,1;,0) 
又 象 集 (本 十 S$S)(R’:) 是 Ri 的 子 空间 ( 见 $5 例 6), 而 6 ,ez,e; 是 子 
空间 (T 十 S)(R’) 的 最 大 线性 无 关 组 , 故 这 个 子 空间 的 维 数 是 3， 
由 第 10 题 的 结果 可 知 (T 十 $)(R’) = R’,( 在 第 10 题 中 取 V, = 
V) 
20. 因 TI?(zx,y,z) 二 了 (0,x,y) 二 《0,0,7z), 所 以 Ti? 的 象 集 
( 子 空间 ) 是 一 维 的 ,而 e: = 二 (0,0,1) 是 它 的 基 ,。 由 T?(zx,y,z) 一 
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《0 0， 工 ) 2 (0,0,0) 二 48, 便 知 I 的 核 是 Ri 中 一 切 由 形 如 (0,y,z) 


组 基 ， . 
2 一 1 0 一 1 1 一 2 
21.1)10 1 1 2)| 2 2? 0 
1 0 0 3 0 2 
22. 1),2) ,3) 的 矩阵 均 为 
一 4 一 3 3 
1| 2 3 3 
2 
2 1 一 5 


23. 因为 BA = 4-1(C4B)4, 故 4B ~ 有 4. 
24. 设 B= Tr1AT1,D = T7!1CT,, 则 有 


. pj- | ne Be 四 
25. 1) 由 线性 变换 定义 , 易 证 了 是 线性 变换 ,又 因 


1°(2 sT29 "°° ;Tn ) = T'(0,zx1 Ey ,oi 


二 《0,0 ,2 9 这 2 9 eR, 》 


T(risT2 9 Ta) = (0,0,. ,0). 
即 7” = 0( 零 变换 ) 。 
2) 车 
T(xiy Ta Ta) = (0, T1909 Zi) 一 (0,0，…，0),， 则 = xz, 
二 二 zi 二 0. 即 TT(9) 为 由 一 切 形 如 (0,…,0,x,) 的 向 量 构 
成 的 子 空间 , 它 是 一 维 子 空 间 ,(0,… ,0,1) 是 它 的 基 。 
又 由 $5 定理 1, 便 得 T(V) 的 维 数 等 于 x 一 1。 


习题 二 


1. (1) 与 (2) 均 不 构成 欧 氏 空间 ; (3) 是 ， 
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2. 可 验证 内 积 定 义 的 四 个 条 件 均 满足 。 


3 二 (4,0,1, 一 3) 提 示 ， 向 量 x = 一 (Zz ee EE 一 一 0 与 
V26 


所 给 三 个 向 量 正 交 的 充 要 条 件 , 是 ziyzayzsyzt 为 方程 组 
Xi 十 Xs 一 ZX 十 = 二 0 
| 一 Try 一 2 十 2 一 0 
2z1: 十 Za 十 zi 十 3z 一 0 
的 非 零 解 。 可 求 得 一 个 非 零 解 为 一 (4,0,1, 一 3). 
4. 今 


> ua 一 0 
则 对 每 个 ai = 1,2,°" ,1) 取 内 积 便 得 


0 一 (0,a;) 一 Ge 2 
四 (J = 1],2,° ,7) 
这 是 关于 局 ,如 的 开交 线性 方 组， 它 只 有 等 解 的 充 权 条 件 
是 系数 行列 式 天 0: 


. 5. 由 不 等 式 | x) | 过 [xj .|y|, 叉 取 
x = (lal,|as),, la,|), y= (1,1,.,1) 


在 R" 中 展开 便 得 。 
6. 可 验证 :. 
| 
l, i= 
7. ey 
= (0,1,1,0, 0)， 


a i， 0， ] 07， 
om = (4, — 5,0,0,1). 


再 将 其 正 交 化 .单位 化 ; 即 得 所 求 的 标准 正 交 基 ， 
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1 
7 ——(0, 1， ]， 0， 0)， 
! /i 

1 
7 一 一 一 -( 一 号 这 二 2005 
”Vi 
7 (7， ~ 6,6,13,5). 
V315 


8. (1) 由 于 (9,a) = 0, 故 06E Vi, 即 Vi 非 空 ， 又 才 ,0 EVi, 
& 是 实数 , 则 有 
(ai 十 aya) = (a ,a) 风 (ca ya) 二 0 十 0= 
(ka, ,a) = g(a ya) = 0， 
大 a 十 ;及 ka 均 为 Vi 的 向 量 。 
(2) 因 a 关 0, 故 可 将 其 扩充 成 V 的 正 交 基 ; 
a Bi Be, Psi 
故 Bi ,Bs，… “,p._1 € WV, 所 以 Vi 至 少 是 n 一 1 维 的 ， 叉 因为 a 关 9， 
故 (a， Se ts 人 ee 1 维 的 了 空 
9. 设 Tuj) 一 TQ 十 Zzaz 十 Zaas ,, 则 正 交 变 换 下 在 标准 下 
基 yazyas | 即 在 . 


Ta) = Ba 十 和 


T(a,) = 3 Eo 总 os 加 So 


Ta,) 二 Zital 十 TX20 十 .Zasas 
» 这 4 全 本 


中 ,和 矩阵 FE 


a 


: i 
wy wl wl 
8 
[4 
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是 正 交 阵 , 即 有 4。 4” = 无, 于 是 可 解 得 


1 ee 2 
213? ET 


从 而 就 确定 了 正 交 变换 了 。 
10. 设 Ti ,T; 是 两 个 正 交 变换 ,对 任何 *E V，, 则 有 
TT,Cx)| = jT,(T,Cx))| = |T,Cx)| = {C(x) |, 
lx| = ITiTi (0)| = |T7 C(x). 
上 T1T; 及 TT 均 为 正 交 变换 。 
11. 上 三 角 可 道 方 阵 的 道 阵 也 是 上 三 角 方 阵 , 于 是 可 设 
bi pis ae b,, 
0 bz … pa 
0 0 ww bb, 
由 47 = 4-!, 得 a = 0G 二 让 故 


Cll 
2 
| . Unn 


as =1, (= 1,2,.,n) 
从 而 ai == 土 1,(a; 是 实数 )。 

12. 若 4 为 酉 矩阵 ; 则 

44 和 二 区 444) 一 2 

即 |x4|*= 1xzj?, 故 |z41 = |x| 

反 过 来 ,由 |xA| = |x| 可 得 

(YA4)(CzA) = xx!, 

于 是 xz(442 一 FE)xa = 0. 邻 B= AAr 一 EF ,于 总 有 


x Se 六 
f — xBx’ == 2 0 一 0 
i j=1 a 


4 一 


又 由 4 4 = ,得 


于 
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取 x 满足 条 件 

Xi 二 1,7X) 二 1, 其 他 的 x =0 
则 得 &;; 二 0。 由 于 i,j 的 任意 性 , 故 知 B 二 (6,) 是 去 矩阵 ,所 以 有 
44 二 上 。 即 4 为 酉 矩阵。 


13. 由 于 
i We B. Q! a 
| QB QQ 
可 得 
Q.Qx = 二 E,(n 阶 单位 阵 ) (1) 
| Q@，Br = 二 0( 和 矩阵 ) (2) 


由 (41) 式 知 Q@ 为 西 第 阵 ; 再 应 用 (2) 式 可 推出 B= 0( 和 矩阵 )。 最 后 再 
由 PP. P” = 上,, 知 PP 也 是 酉 矩阵 。 
14. 因 44 = A4,B" 二 B, 了 又 
(AB)* = AB <— > B"*A*= ABB 即 BA = AB 


15. 设 4 为 任 一 复方 阵 , 今 | 
4 一 和 十 Y (1) 


其 中 XX 为 尼 米 特 矩 阵 ,Y 为 反 厄 米 特 窍 阵 ,。 于 是 可 得 
44 = XH 二 YH=X—Y (2) 


由 (1) 与 (2) 两 式 得 到 
_4+4 y_A-A 
2 ; 2 me 
16. (1) A 的 特征 值 为 二 1, = 一 1, 罗 = 一 2。 相应 的 三 个 
特征 向 其 为 ， 
人 
将 它们 单位 化 得 :e ,E2 9 E3 、 则 P= (€,€,,6;), I 
(2) 可 求 得 4 的 特征 什 为 。 
ANA=0, N= Vl, hh= V2 
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相应 的 特征 同 拔 为 
oa 一 (01)7o 一 (2 一 1)7o 一 (2, 一 11). 

将 它们 单位 化 得 serve, 则 书 王 (eyes)。 

17. 设 4, 如 是 两 个 ” 阶 正 规矩 阵 ,如 果 4 与 已 是 本 等 价 ( 西 相 
似 ) 的 , 亦 即 存在 西 窍 阵 QQ ,使 得 有 一 Q“4Q = Q 4Q. 因而 有 

[2E — BI= |4EF — QUAQ | 
IQ- QE — A)Q| 
ue gp 

即 A,B 有 相同 的 特征 多 项 式 。 

反之 ,车 4,B 有 相同 的 特征 多 项 式 ,因而 有 相同 的 特征 值 集 
合 {41,4 ,4,)。 由 $7 的 定理 1, 存 在 西 和 矩阵 Q, 及 QQ,, 使 得 
A 


| 


A， 


QU AQ, = = Q: BR; 


因此 有 
A= QQ7 BQQT! = (QQ ) BQQT') 
= P-iBP. 

易 知 了 二 Q,Qi' 是 丁 矩 阵 , 即 A,B 是 西 相似 的 。 

18. (证 ) 分 下 列 四 个 步骤 来 证 : 

1) 由 4B = B84, 推 知 A4,B 至 少 有 一 个 公共 的 特征 阿 基 。 

上 二 实 上 , 设 R, 是 4 的 属于 特征 值 4 的 特征 子 空间 ,在 x € R;， 
即 Ax 二 Xx. 则 BAx = 二 XABx, 由 BA 二 4B, 于 是 有 A(Bx) = A(BxY). 
即 Bx € R. 从 而 R; 是 B 的 不 变 子 空间 , 故 在 Ri 中 存在 B 的 特征 
向 其 了。 显然 它 也 是 4 的 特征 癌 十 。 

2) 由 4B= B84, 推 知 4,8 可 同时 西 相似 于 上 三 角 阵 , 即 有 本 
阵 久 ,使 Q 4Q 及 QR"”BQ@ 均 为 上 三 角 阵 。 

下 实 上 ,对 和 窍 阵 4 与 8 的 阶 行 归纳 法 , 当 w 二 1 时 结论 显然 
成 立 , 今 设 单位 向 二 x" 是 A,B 的 一 个 公共 特征 向 其 。 青 所 兴 补充 
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一 工 个 单位 向 量 xx 使 (zxz2 xx 为 标准 正 交 
基 , 从 而 P= (XY ,X,Y ) 为 一 本 矩阵 ， 且 有 
Bxr = Br Vv,BP = (Bx ,Br ,.., Br"™). 


从 而 有 
prpp = |? | 
0 8, 
这 里 2 是 1X (n 一 1) 矩阵 ,B, 是 nn 一 1 阶 方 阵 。 
PhP=| ， “|= 有 4°， 
0 4， 
这 里 a 是 1X (n 一 1) 矩阵 ,A 是 一 1 方 阵 。 
由 B84 二 4B 即 有 ，; z 


(PB*P#). (PA*P*) = (PA*P*). (PB'P) 
于 是 得 8 4 ”一 4 ,由 此 可 推 得 BiA, = A1iB1, 故 由 归纳 法 假 
设 ,存在 z = 阶 西 矩 阵 六 使 得 


PHB,P, = A 
为 上 三 角 甜 阵 , 令 
r-{ i ee 
0 PP 
则 有 


QBQ= TH(PHBP)T 
[1 0]/8 51 01 (8 éP! 
-| | 人 pj=|， | 
这 是 个 上 三 角 和 矩阵 。 易 证 @ 是 酉 矩阵 , 故 B 本 相似 于 上 三 角 和 矩阵 。 
同 理 ,Q 4Q 也 是 上 三 角 和 矩阵 。 
3) 由 4B3 一 B4 且 4, 了 23 均 为 正规 矩阵 , 则 4, 如 可 同时 本 相似 


于 对 角形 和 矩阵。 
事实 上 , 设 Q*AQ = 二 T(T 为 上 三 角 阵 ) . 则 Q*”A”Q 二 T" 而且 


252 | 


AA = QTQ* . QTQH = Q(TTH)QE. 
484 = QTIQH . QTQ* = Q(THT)QH. 
由 44* 二 4#4 = ( 因 4 正规 ), 可 得 出 TT” = 7*7T, 从 而 又 可 推 
出 了 为 对 角形 矩阵 。 | 
对 Q*BQ 也 可 作 同 样 的 证 明 。 
4) 由 4,B 可 换 且 正规 , 故 由 3) 可 设 : 


A 
4 


Ai 


Qa4Q = ， QBQ = 4 


于 是 有 


如 A4 


QA4BQ = zz 


人 AL 


应 用 8$7 定理 1, 便 知 4B 为 正规 矩阵 。 
习 题 三 

1. Ar = Ax,Ax = AAx = Xx,BP Ex = Xr, 上 让 (WC— 1)x=0, 
=1,4= 土 1, (x 人 0). 

2. Ar 二 Ar,Ax 一 AX, 一 般 A”"x = Ax,(x 关 的, 所 以 各 是 A” 
的 特征 值 ,而 4A” 的 属于 特征 值 六 的 特征 问 量 是 x。 

3. 由 于 A = (aj)xs 的 任 一 行 的 元 素 之 和 均等 于 a, 故 下 式 显 
然 成 立 : 


CI11 Ql dln | 1 
G2 Ud22 a» 1 1 

-一 一 a 
2 | dn? 0 dn 1 1 


4. (1) 特 征 值 为 7, 一 2。 相 应 的 特征 向 量 为 
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] 9 
-A | Pap sl) 。 
1 5 人 
(2) 相 似 于 对 角形 
1 0 巴 
0 2 0 
se 
(3) 相 似 于 约 当 标准 形 
交 全 
0 2 0 
0 1 2 


5. 如 如 可 道 , 则 284 = 47-1(048)4,， 又 
| 让 一 有 B4 14 一 4B)4| = iAE — AB| 


6. 
2 © :0 1 0 0 
(1)|0 0 01. 2) GF 0 
0 0 0 0 :0% = 
| 0 0 1 © 0 
(3) 日 Sl 0;, (4)|1 1 0 
0 ' oe 0 1 1 


7. 设 PTAP 了 P= ,1( 约 当 形 ). 则 PIA(CP 7 =.J7, 即 Q-'AQ 
一 ,/ (上 二 角 阵 ) ,这 里 QQ@ = (P= 二 (PY) 

8. (1) 如 4 为 4 的 任 一 特征 值 ,. 则 为 -1” 的 特征 值 , 若 A”= 
0( 竹 矩阵 ). 风 14E 一 A47| = |E| 二 语 . 即 .4 为 令 第 阵 时 4 的 特 
伍 值 金 为 仿 。, 友 之 , 若 4 的 所 有 特征 值 均 为 他. 则 4 的 特征 多 项 式 
为 1(4) = 二 入 . (4 是 nn 阶 方 阵 . 上 述 n 与 此 辐 ),. 上 故 由 哈密 顿 - -一 开 
来 定理 ,有 /(4) = 0( 和 矩阵 ), 即 A = 二 0( 算 阵 )。 
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人 
一 一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 


(2) 设 4 的 约 当 标准 形 为 
J 


yn 


则 由 A” = 0( 和 矩阵 ) 得 知 A 的 所 有 特征 值 第 为 仿 ， 故 Ja 六 
的 主 对 角 线 上 元 素 均 为 全 ,从 而 的 主 对 角 线 上 元 素 全 为 念 ,因此 


7 十 上 为 主 对 角 线 上 元 素 全 为 1 的 下 三 角 和 矩阵 。 于 是 有 


[A+ E|l=|CJC+E|= [IC (+EC|= |/+E|=1 
9 


1 0 0 
0 
Gl | (|o A 0 
G0 
0 0 率 十 4 
1 0 0 
(3) |0 AC+ 1) 0 
0 0 QF 


10. Fw) = | 巡 一 4 王 姑 十 wj 十 as 十 … 十 (一 
1)"|4|, 由 f/f(4) = 0( 和 矩阵 ), 得 4 十 arA"- 十 … 十 (一 1)"|A]E 
二 0( 答 阵 )， 即 4(4: 二 w4: 十 ad 十 …) 一 (一 


10" 1141E, 故 有 


0 TA A ee 


11. f(2) = | 太一 Ai== 尺 一 64 一 7, 又 作 多 项 式 
PM) = 2X 一 12 十 19 一 294 十 37. 
则 p24) = f(A) (2% ee és 得 9(A) = 


A+ 2E, 即 
2A: —.12A: + 19A?— 294+ 37E:= (4) 


,9 
-4+28=[， 小 


一 Pa 


由 此 看 出 yA) 可 道 , 又 , 
IAE-(A + 2E)| = 104++ 23, 
(A 二 + 2E)? 一 10(4 二 2E) 十 23E = 0( 和 给 阵 )， 
(A+2E)(A— 8E) =— 23E. 

故 所 求 逆 阵 为 ， 


(A 2E)-1 一 一 25(4 _ 8E) 


12. (E+ B(E — AB)-'A). (E — BA) 
=E— BA+BE— AB)-'A(E — BA) 
~E—BA+BE- AB)-'(A— ABA) 
~E- BA+BE- AB)-'(E— AB)A 
=E-BA+B.E.A 
= 
故 E 一 BA 可 逆 , 且 逆 阵 为 E 十 B(E 一 4B)-14. 
13. fC)= 1ME 一 A|= 二 慷 一 尺 一 A 十 1, 由 f(4) = 0( 乱 
阵 ) 得 4 = A 十 4A: 一 EE, 即 在 n 二 3 时 等 式 4" 二 A"? 十 A: 一 E 
成 立 , 对 n 十 1 则 有 4"+! 二 A A" 二 A(A"-!? 十 4: 一 EE) 一 4 
th 一 A=A4"'!1 十 (4+A 一 EE)—A=.A"!+A:— EF, 又 
-Amo=As+A-E a 
一 4 十 2(4: 一 五 ) 一 …( 重 复 应 用 公式 49 次 ) 
一 .42 十 49(42 ~ E)= 5042 一 49E 
Ws 
= 50°' ;0 
50 0 1 I 
14. 因 (A 十 2E)(4 一) 一 0( 和 矩阵 ), 故 VCA) = (A 十 2)(4 一 
1) 是 4 的 化 零 多 项 式 , 但 最 小 多 项 式 m(4) ;可 整除 -qk4), 故 m(4) 
无 重 根 , 从 而 4 可 与 对 角形 相似 。 
15. 设 4 = PT7'JP,J 为 约 当 矩阵, 且 
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J= |  . |， 为 第 i 个 约 当 块 
ee 
又 取 
H, 1 
H= H， ,而 H;= 1 | 与 J 同 阶 
也 1 


则 H? = E, 即 H7! = Hi, 且 由 计算 得 = HT'JIH。 故 4 
P-IJP = P-iH-IJTHP = (HP)-IL(P-')TATP™YI HP) 


o 


mr 
— 


(PTHP)-1A7 (PTHP)==C-1A7TC, 其 中 C= PTHP, 又 C 是 可 逆 


的 ,对 称 的 。 
“ 设 D= 4C-', 则 有 4h = Dc, 而 D' = (C-0D747 
(C7)-1CTA(C-1)7 = AC-! = DD, 即 D 也 是 对 称 的 。 
16. (1) 由 $5 定理 3, 因 多 项 式 矩 阵 


| 
MN (4) 
的 史密斯 标准 形 为 
1 0 
。 1 | 
0 3 
故 D(GA) ,NG) 不 是 右 互 质 的 。 
(2) 因 多 项 式 窍 阵 | 四 
\ 
NO 
的 史密斯 标准 形 为 z 
1 
0 
| ol 
0 0 
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~ 一 


故 DD(4) ,和 N(4) 是 右 互 质 的 。 

17. deg|M() | =6=Kc 十 kcs 十 kc 一 3 十 1 十 2, 故 由 定 
义 知 M(4) 是 列 既 约 的 。 但 kr 十 kr 十 kr 一 3 十 3 十 2 天 
deg |M(4)| 一 6, 故 MG) 不 是 行 既 约 的 。 

18. 史密斯 -麦克 米 伦 标 准 形 为 

A 


ee 
A 2(A 2 
yg (4 十 1) (4 十 2) 
1 十 2 
叉 CG4) 的 一 个 右 分 解 为 : 
2 2 人 0 六 
一 AA 十 1): | 0 (4 十 2) 
或 
i 0 0 A 
— 4 Rll 2): 4 二 2 
习 题 四 
l. (DMO 一 OOvx 一 0.。1zl=0. 
x | 
oT T+ z 
(3)1 xl = DD: Hxl = xi. 
4) 因 x 一 xz 一 ?十 ?| < |x 一 yl 十 y| .从 
而 有 xi 一 让 7 入 1x 一 ?| 另 方 面 又 有 
Ixy = 1y—xl 二 ly = zh 
一 一 (xl — yl ), 


所 以 又 有 x) 一 上 yl 一 |x 一 yi. 
由 实数 绝对 值 不 等 式 性 质 (a,a 是 实数 ) 
一 4 委 & 和 过 0 < 一 > |u| a, 
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便 有 不 等 式 

| 
2. (1) 因 为 

上 xi (6 十 和 十 | 
一 | 语 王 十 各 下 十 和 十 有 
十 2 和 1 人 十 十 2 人 

> 

所 以 |x; 二 xi。 又 因 


于 一 全 
一 中 (| 各 十 和 十 你 全 一 (人 十 和 十 人 人 7 
| 

因此 又 得 x Vn x 
(2) 设 max|5| 二 | 人 $1. 则 xl == | 人 |. 另 方面 又 有 : 

上 x= 十 十 | 人 | 宇 1&| = zl 

xz = 1 和 | 十 十 1 和 妥 村 6 一 请 lz. 


(3) 由 下 不 等 式 便 可 得 证 ( | 各 | 见 (2) ): 
有 
ne 
3. 柯 西 不 等 式 |xy| = | 委 1 和 xy 有 > 当 且 只 当 
x,y 线性 相关 时 等 号 成 这 , 即 
[xy = xy: 
双关 在 时 让 
4. (1) 人 为 正 交 算 阵 .大大 三 天, 这 星人 表示 本 的 转 虹 寂 阵 .市 
上 的 特征 值 为 1, 故 由 定义 .有 (注意 表示 了 = 上 的 最 大 特征 


值 ): 
es 


(2) | TA ,= V Mratra 一 Van = A;. 


5. 1 41 := Van 和 矩阵 4*A 是 个 特殊 的 厄 米 特 矩 阵 ,其 特 
征 值 是 非 负 实数 ( 见 148 页 的 注 ) ,不 妨 设 这 些 特征 值 为 : 
人 之 心 之 … 之 心 之 0 


于 是 得 1 41 ,= V 入 , 且 
al -= vEC =- /DMA 141， 


Ialr= BD < Vrh = Vi Al 


注 : 7 阶 和 矩阵 C = (Ci J 的 迹 trC 定义 为 
trC 一 ci 十 cy 十 … 十 co ( 见 78 页 ) 
PU od Wy py 
中 系数 a = 一 trC. 又 根据 多 项 式 理论 , 有 
A 十 A 十 一 十 4 = 二 一 上 a 
这 里 A442， ，4， 为 PC4) 的 个 根 。 从 而 之 )， 二 trC, 关于 


特征 多 项 式 的 系数 的 计算 公式 ,以 及 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 式 ， 


其 推导 都 是 困难 的 ,读者 不 必 去 证 。 
s 汪 |. 2e 
本 
0 | 
7 | 
De 一 : = 所 一 21 Bt 一 -2 
(1)e” = | _ _ E ] 
一 2e 一 十 2e 2 一 €e ' 十 2e ” 
3 -es ， 0 ll == .1 
e: 人 
-外 Se 2 十 |0 1 -1 


0 一 114 14 


mmm mm mam tama, a a 
一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一- 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 - 


5 1 4 
es 
十 10 5 1 4|. 
5 1 4 
22 十 2 十 1 2 二 1) 本 
一 2 
(3). 一 4f’ 一 42 十 2t 十 1 —t—t 
8t(t 一 5) 4t (2t — 3) 21: — 12t 十 1 
| 0 6 3 0 5 0 
(4) |10 0 0le-2? 十 |0 0 0lte-* 十 10 0 人 
0 2 1 0 0 0 0 一 2 0 
1 J 
1 二 (1 —e€ *) 0 二 Sin2 
8.e4 一 | 2 ， sin4 二 7 | 
0 Ge 一 0 一 Sin2 
] 
1 二 (1 — cos2t) 
cosAt = 2 | 
0 coOs2t 
d — sint cost 
9. 一 A(t) = ( . 上 
dt — cost 一 Sint 
d — sint 一 Cost 
下 4 (2) 一 | | 
cost 一 sint 
d d 
T1402)| 一人. pi = ]. 
Fe 十 cl (一 1)e 十 ca tt 十 C13 
10., [4a 一 一 Ee € 一:! 一 C21 2 十 C22 C23 
3 
让 十 cal C32 C33 
A 一 1) 1 1 
1 
| 4cod 一 | 1 一 ee e:—1 0 
0 


3 
7 0 0 
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11. (1) 首 先 易 证 矩阵 序列 与 级 数 的 下 述 性 质 ， 
1) 若 矩阵 序列 (A,) 一 4, 则 {45) 一 A7, {4,} 一 A; 


2) 若 第 阵 级 数 > C4" 收 全 . 则 Sa" } = DC CAD). 
甩 此 即 得 


是 
当 汪 是 实 芭 对 称 矩 阵 , 则 
(el). (el) 一 ee 一 ee 一 ee 一 玫 . 
即 e” 为 正 交 阵 。 
(3) 奋 4 为 厄 米 特 算 阵 . 即 4” = 4, 则 


Ce yn ee 一 了 el! = el er 
2 
故 e” 为 本 矩阵 。 
2 sin V3t 
12; CF) 站 , 。 
cos vv 3 1 十 sin V 31 
| /3 
提示 : 
一 1 2 3! 
4 一 |。 。 1 的 特征 值 为 == = 一“, 相应 的 两 个 特 钙 
向 由 为 
1 1 
和 
2 2 
作 和 矩阵 
f 1 1 
/一 1+VvV3i 1 一 vV3 
\ 有 2 
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mm a .mmm nme nena cmana manna fom aetna mea 


则 (利用 尤 拉 公 式 e” = cosz 十 isin7x; 当 7 为 实数 ): 


| vv 0 | 
ee PP P-! 


1 . ”A 
COS 3 7 一 Sin 3 1 sin 31 
cv 户 "" 


0 
XFS e"| |- 


na Co ]e 人 je， 二 


coOSat p(t) 


一 E > el 人 本 = 
at ) 一 41 (一 4cos5t 十 5sin5l ) 十 jcos5lt 
一 4 = 
于 和 eg ee 之 ]sin5f， 


b(t) Re Sr 4cos5t 十 5SIin5L ) 十 二 jsin5t 


[oe 


— 


人 = 加 S 3 
本 (一 4SInDt DCOSD1 ) 十 车 jeos5/ 


提示 : ， 交 
设 A | 网 4 的 特征 值 为 = 3 士 5 。 对 应 的 两 个 
SS oD - ' 
线性 无 关 特 征 向 起 为 : : : 


a= (1 ,P= (1) . 
以 它们 为 列 向 址 ,构成 可 逆 和 矩阵 


1 1 
r=[(. | 
1: | 
f 和 0 ] 1 | 1 ) 
er 一 4 
i | 0 区 全 二 2 时 1 | 


从 而 有 
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| coOs5z | 
一 Sin5l COoS5L 


0 fr 
Xt) | 十 | So dr 
1 0 0 


sin5t : rcCOsS5tcos57 十 sinS5tsin5r 
-e’( ]+ e| | Je-*dr 
cos5t 0 SIN5tcos5r 十 cos5tsin5r 
习 题 五 
1. 由 推论 1 得 


[A 2.7, RD 2.7, (1)| 0.165 
由 推论 2 得 |1, C4;)| 志 0.09526,G 一 1,2,3) 
2. 4 的 四 个 特征 值 都 落 在 下 列 的 四 个 盖 尔 圆 的 并 集 内 ， 
(1])jz 一 1]j 科 1; (2)|z— 1.5| 二 1.5; (3)|z 一 5| 委 1 
(4)1z 一 到 | 入 1 


4 
< = os 
3.0(4) < | A | oo max 2 las 一 max 1,1,1, 7 | J 


4. 由 圆 盘 定理 2, 在 由 两 个 外 切 贺 构成 的 连通 部 分 里 ,矩阵 4 
有 且 只 有 两 个 特征 值 . 如 果 在 每 个 图 上 有 二 个 特征 值 , 则 在 连通 部 
分 里 ,4 就 至 少 有 3 个 特征 值 ,这 与 前 述 结论 矛盾 。 
5. 设 QAx = 二 jx (天 0). 则 有 
x AFQ! 人 Ac. 
za4HQ8 . QAx = Warar， 
(Ax)"(Ax) = x" A Ax = lpl’|xl’. ( 因 AQ’Q = E) 


但 是 

rr CI1Z1 

4I 
x asx 
a 2 2X2 

Ax = .| 一 |， |， 

Qn 

二 on Cn 
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于 是 得 : 
C11 


CQ2 之 2 


(4x)2” (Ax) = (aiX1,A2T2 ,°° rnTn ) 


QnTn 


扒 
= 
i=1 


因此 ， 
于 
jlal’ |zl: = |p| 2 lx’, 
i=1 . we 
令 minla| =L,maxla| = M, 则 有 
1<i< as 1 入 i 委 = 


了 了? ,| .21x 1? 
,PE fe 
,|| > 
12 
< ot _y 
| 


6. (1) 在 定理 1(§ 5) 的 四 个 条 件 中 , 可 以 看 到 4 与 C( 即 4 ) 
处 于 对 等 的 地 位 , 即 G 是 4 的 广义 逆 A4+ ( 且 唯 一 ), 则 4 也 是 C(= 


4+) 的 广义 逆 , 即 G+== 4, 亦 即 (47)*= 4。 
(2)(44+)2 = AA+. AA'!= (A4GA)A+= 44+. 
(3) 设 4 有 奇异 值 分 解 : 


D 0 


‘rl We 
则 


maef2 0 


0 0 
(D2) 1 0 


I ( 见 215 页 ) 
0 0 


(A)+=P[ 


? 本 Pt ED J i A I 
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(QT)H 
0 
由 于 (.D75)-1 = (@- 7 , 故 (47) .Ea 


2 
过 
7. (1).4 :一 | 1 | 


( .44 1 | er 


i 

9. 若 Ax 二 有 解 , 则 由 MM 一 P 广 义 逆 的 条 件 (1), 妈 AA! 4 

二 A, 得 A4A' Ax, =65, 即 AA'b==b; 上 反之 ,车 44'b= 二 4b, 则 x, = 
A'b 便 是 Ax = 4b 的 一 个 解 。 : 

10. 由 4 的 定理 2 可见 窍 阵 A4 的 广义 道 窍 阵 G 具有 如 下 形 


G = af > 


这 里 ,~ 王 1 是 4 的 秩 , 居 是 一 阶 单 位 矩阵 ,又 汪 了,2 分 别 是 1 X 
2,] xl,l1X2 和 抢 阵 , 设 为 
= [TitT2), Y= [y), 一 (Zz1 ,2] 
又 3 阶 可 族 和 矩阵 了 与 2 阶 可 道 和 矩阵 @, 按 上 述 定理 2 满足 条 
件 
E, 
PAQ = | , (x) 


因而 只 须 用 初等 行 变换 与 列 变换 化 矩阵 4 为 (* ) 式 右边 的 形状 ， 
就 可 求 得 了 与 @, 它们 就 是 一 些 初等 窍 阵 的 积 。 我 们 显然 有 : 
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oan es am es mamma 


从 而 
pl 
1 一 2\ YL Zi xz 
= oo 
一 2 0 1 


人 Xl 一 之 | 


yy》 2Zz2 之 | 之 2 


取 r 二 zi = 1,7: 二 zz 二 yy 一 0 可 得 一 个 广义 北 为 : 
_ 1 0 0 
a l | 
从 而 得 方程 Ax = b 的 最 小 范 数 角 
1 
A 1 ol- 


又 由 第 8 题 的 公式 可 求 出 广义 逆 4A: 


而 极 小 最 小 二 乘 解 为 : 


ol oll 一 
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